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Vorwort 1

Vorwort

Dieses Skript fasst die wichtigsten Inhalte der Vorlesung Grundlagen der Elektrotechnik,
Teil B stichwortartig zusammen. Dies soll kein umfassendes Lehrbuch sein, sondern als
Orientierung und Gedéachtnisstiitze dienen. Ich empfehle den Studentinnen und Studenten, auf
eigene Notizen nicht zu verzichten und darlber hinaus neben dem Skript auch andere
Lehrbucher zu benutzen. Es vertieft das Verstandnis, einen Sachverhalt von einem anderen
Autor, in einer anderen Sichtweise, auch andere Schreibweisen kennen zu lernen. Selbst das
Entdecken vermeintlicher oder tatsachlicher Widerspriche ist von Wert, wenn man gewillt ist,
sich mit den Inhalten und Zusammenhéngen auseinander zu setzen, und nicht nur eine
LFormelsammlung* erwartet.

Paderborn, im April 2008
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1 Elektrische Netzwerke mit diskreten Elementen

Elektrische Netzwerke mit diskreten Elementen bestehen aus elektrischen Zwei- oder
Mehrpolen, die durch ideal leitende Verbindungen miteinander verknlpft sind. Ein
elektrisches Netzwerk ist eine Abstraktion, durch die vielfaltige -elektrotechnische
Anordnungen und Systeme ganz unterschiedlicher GroRenordungen dargestellt werden
konnen. Z.B.:

o Elektrische Energieverteilungsnetze (geometrische Ausdehnung: km bis zu einigen
1000 km)

e Elektronische Schaltungen (geometrische Ausdehnung: einige pum (1C) bis zu einigen
cm)
Ein elektrisches Netzwerk besteht aus zwei unterschiedlichen Arten von Strukturelementen:

e Zwei- oder Mehrpole: Elemente mit zwei oder mehreren elektrischen Anschlissen,
den Polen oder den Klemmen.

e Ideal leitende Verbindungen, die die Anschliisse der Zwei- oder Mehrpole miteinander
verbinden.

Zwei- oder Mehrpole kdnnen ganz unterschiedlicher Art und auch géanzlich unterschiedlicher
Komplexitat in ihrem Innern sein. Beispiele:

Zweipole:
e Widerstand
e Kondensator

e Drossel
e Haartrockner (schutzisoliert, ohne Schutzleiter)
e Batterie

Dreipole:

e Transistor
e Spartransformator
e Kihlschrank (mit Schutzleiter)

Vierpole:
e Doppelleitung (zwei Enden mit je zwei Anschliissen)
e Transformator mit zwei Wicklungen

Funfpol:
o Elektrischer Herd (Drehstromanschluss mit Neutral- und Schutzleiter)
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1
| S|

Bild 1-1: Beispiel eines Netzwerks mit Zweipolen und Dreipol

Wir verwenden den Begriff elektrisches Netzwerk in zwei unterschiedlichen
Zusammenhangen:

1. Das Netzwerk als Schaltplan oder Schaltbild: Das Netzwerk gibt an, wie eine reale
Schaltung aufgebaut ist, welche Komponenten es beinhaltet und wie diese
Komponenten untereinander verbunden sind.

2. Das Netzwerk gibt an, wie sich ein System beziiglich &ul3erer EinflussgroRen verhal,
ohne dass es tatsachlich im Innern so beschaffen wére, wie es das Netzwerk
beschreibt. Derartige Netzwerke bezeichnen wir als Modelle oder Ersatzschaltbilder.
Beispiele: Ersatzschaltbilder eines Transistors, eines Motors, eines Transformators,
einer Batterie oder einer langen elektrischen Leitung.

1.1 Zweipole und Zahlpfeilsysteme

Die Wahl der Zahlrichtungen von Strom und Spannung ist frei. Bei der Berechnung
elektrischer Netzwerke wird haufig versucht, die Z&hlrichtungen so einzufihren, dass die
Stréme und Spannungen positiv sind. Das ist flr von vornherein bekannte GrofRen durchaus
sinnvoll. Fir unbekannte GroRzen sollte die Zahlrichtung zwanglos festgelegt werden. Es wird
dadurch nicht ausgedriickt, dass der Strom tatsachlich in der Pfeilrichtung flie3t bzw. eine
positive Spannung in Pfeilrichtung anliegt. Die tatséchliche Richtung wird dann durch das
Vorzeichen der Spannung ausgedrickt.

Fur eine vorzeichengerechte Beschreibung von Stroémen und Spannungen ist also eine
BemaRung mit Zéhlpfeilen zwingend notwendig.
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Fur Zweipole gibt es zwei wichtige Konventionen der Zahlrichtungen:

e Verbraucher-Zahlpfeil-System (Strom und Spannung werden gleichsinnig gezahlt)

u l Zweipol Zweipol

— — S

[ [
Bild 1-2: Verbraucher-Z&hlpfeil-System

—— —4—1
u

o Erzeuger-Zahlpfeil-System (Strom und Spannung werden gegensinnig gezéhlt)

Zweipol Zweipol

— — ————
i [

Bild 1-3: Erzeuger-Zahlpfeil-System

g |

Die am Zweipol umgesetzte elektrische Leistung ist das Produkt von Spannung und Strom:
p(t) = u(t)i(t) (1.1)

e Verbraucher-Zahlpfeil-System: Die Leistung p(t) = u(t)i(t) wird vom Zweipol
aufgenommen

e Erzeuger-Zahlpfeil-System: Die Leistung p(t) = u(t)i(t) wird vom Zweipol
abgegeben

Sprechweise:
e Ein Strom flieR3t durch einen Anschluss, einen Pol, einen Leiter
e Eine Spannung liegt an zwischen zwei Anschlissen, zwei Polen, zwei Punkten

1.2 Kirchhoffsche Gesetze

Erstes Kirchhoffsches Gesetz: Die Summe* aller Strome (ber eine beliebig gewdhlte
geschlossene Hiulle ist stets Null:

Zk:ik(t) =0 (1.2)

* Die Summe wird vorzeichengerecht entsprechend der gewdhlten Z&hlpfeilrichtungen
gebildet.
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Als wichtiger Spezialfall ergibt sich aus dem ersten Gesetz die Knotenregel: Die Summe aller
Stréme an einem Knoten ist stets Null. Die oben formulierte erweiterte Form ist jedoch recht
natzlich.

i, +i, —i, —i, =0

I +i,—i;—i, =0

I +i,+i;=0
Dreipol

Bild 1-4: Beispiele fir Anwendung der Knotenregel

Zweites Kirchhoffsches Gesetz (,, Maschenregel*): Die Summe* aller Spannungen entlang
eines beliebig gewahlten geschlossenen Umlaufs (Masche) ist stets Null:

Zk:uk(t) =0 (1.3)

* Die Summe wird vorzeichengerecht entsprechend der gewahlten Zahlpfeilrichtungen
gebildet.
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1.3 Mehrpole

n

n

—»—  n-Pol

Bild 1-5: Mehrpol
Wegen des 1. Kirchhoffschen Gesetzes in seiner allgemeinen Form muss bei Mehrpolen

Zn:ik ) =0 (1.4)

gelten.

Leistung am Mehrpol:

PO = 3, (O, 0 (L5)



1 Elektrische Netzwerke mit diskreten Elementen S.6

1.4 Ableitung der Kirchhoffschen Gesetze aus den allgemeinen
Feldgleichungen

1. Kirchhoffsches Gesetz

Erhaltungssatz bzw. Bilanzgleichung der elektrischen Ladung (Kontinuitatsgesetz):

§].dl\=—ijpdv
v dty (1.6)
i=g
Beteiligte Grolen sind:
e Vektor der Stromdichte: j
e Ladungsdichte: p
o i=- ff j -dA ist der Gesamtstrom durch die Hiille des Volumens V , wobei bei dieser

oV
Definition der Strom in das Volumen hinein positiv gezéhlt wird, da die

Flachennormale dA nach auRen zeigt

e (= J-p dV ist die gesamte elektrische Ladung im VVolumen V
Y

Hieraus folgt also das erste Kirchhoffsche Gesetz, sofern vorausgesetzt werden kann, dass
sich die Ladung g im Volumen V nicht dndert, also g=0:

i=i (t)=0 L.7)

Achtung: Beim Kondensator &ndern sich zwar die Ladungen auf den Elektroden, die
Gesamtladung bleibt jedoch immer Null!

Das erste Kirchhoffsche Gesetz darf also nicht auf Systeme angewendet werden, bei denen
die Voraussetzung ¢ =0 nicht zutrifft, z. B. bei
e Vorgangen mit Wellenausbreitung (sowohl leitungsgefihrt als auch gestrahlt)

e Anordnungen, die sich elektrostatisch aufladen kdnnen, wo also neben elektrischen
Strémen auch dielektrische Verschiebungsstrome auftreten
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2. Kirchhoffsches Gesetz

Das Faradaysche Induktionsgesetz lautet in integraler Form
= §E-d§=ijé.dli
at (1.8)
oA A

Beteiligte Grolien sind:

e Vektor der elektrischen Feldstarke: E
e Vektor der magnetischen Flussdichte oder der magnetischen Induktion: B
e gesamter magnetischer Fluss durch die Flache A: ¢= J' B-dA:

A

A A¢

.| a

— T
ds OA U,

Bild 1-6: Zum Induktionsgesetz

Die Beitrage zum Wegintegral der elektrischen Feldstérke innerhalb der elektrischen
Verbindungsleitungen sind Null, sofern ideale Leiter vorausgesetzt werden. Es folgt also:

d
2% =—d—f (1.9)

Nur wenn der magnetische Fluss ¢ durch die betreffende Masche eines Netzwerkes Null ist
oder sich zumindest nicht dndert, gilt das zweite Kirchhoffsche Gesetz

;Uk (=0 (1.10)

Trifft diese Voraussetzung nicht zu, gilt das zweite Kirchhoffsche Gesetz nicht. Beispiele:

e Elektrische Schaltungen, bei denen magnetische Streufliisse, z.B. eines
Transformators, die Netzwerkmaschen durchdringen, so dass eine ,,Brummspannung*
induziert wird.

e Einsich aufgrund des Sonnenwinds anderndes Erdmagnetfeld kann bei sehr grof3en
Maschen, wie sie durch Freileitungen gebildet werden, fir unangenehme
Uberraschungen sorgen.

e Vorgange mit Wellenausbreitung
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2 Mittelwert und Effektivwert
Arithmetisches Mittel einer zeitlich veranderlichen GréRe x(t) im Intervall [t,,t, ]:
4

[x®dtt (2.1)

17 10t

Die Mittelwertbildung lasst sich auf beliebige zeitlich veranderliche Grolken anwenden.
Hé&ufig handelt es sich aber um periodische GroRen: Fur eine periodische Grofe x(t) gilt

X(t) = X(t = T) (2.2)

T heiBt Periodendauer. Der Mittelwert Uber eine Periode ist unabh&ngig von der Wahl des
Anfangszeitpunktes:

t, beliebig, z.B. ty =0, t =t , +T (2.3)

Gleichrichtwert:

_ 1T

X = - ! x(t)|dt (2.4)
Quadratisches Mittel oder Effektivwert:

X = /%:[xz(t)dt 2 (2.5)

Scheitelwert:

% = max X(0)| (2.6)
Scheitelfaktor (crest factor):
X
k == 2.7
=5 (27)

Formfaktor (Effektivwert bezogen auf Gleichrichtwert):

X
Ky =— 2.8)
X

! Ebenfalls tibliche Bezeichnung x,, =X (AV, Average).
2 Ebenfalls tibliche Bezeichnungen: X.; = Xgus = X (RMS, Root Mean Square)
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Mittelwerte verschiedener Signalformen

X(t) X X X k. K,
. A
X
X(t) = xsin(27t /T)
0 25 | x| B | =
> Vs V2 2 242
\\\\///G t
. A
X
2. 2 . 1 . T
—X —X —=X —=
‘ > 7 7 J2 V2 22
x(t)=RsinA/T) T t
A A
X
1, 1, 1, 2
=X =X —X —
o2 2 J3 ¥3 V3
T t
. A
X
> T T T T
T t

Héaufig interessieren Leistungsmittelwerte (arithmetisches Mittel!)
1 T
P=p==|p(t)dt
p TQM) (2.9)
Arithmetisches Mittel der Leistung an einem ohmschen Widerstand:
17 17 1]
P==|pt)dt==u()i(t)dt==|Ri’(t)dt=RI?
TQM) T!()() T{ ®) (2.10)
Oder:
17 17 o 171 1
P==|pt)dt==|u®it)dt==[=u’(t)dt==U"
T£m> T{ ®it) TQR (dt=— (2.11)

Der Effektivwert eines Stroms bzw. einer Spannung erzeugt in einem ohmschen Widerstand
die gleiche Leistung wie ein entsprechender Gleichstrom bzw. eine entsprechende
Gleichspannung!
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Messgeréte, die Effektivwerte anzeigen, messen meist tber Gleichrichtung und arithmetischer
Mittelung gar nicht den Effektivwert, sondern nur den Gleichrichtwert. Dieser wird tber den
Formfaktor in den Effektivwert umgerechnet, wobei angenommen wird, dass sinusformige
GroRen vorliegen. Die Effektivwertmessung nicht-sinusformiger GréRBen mit derartigen
Messinstrumenten fuhrt dann regelméRig zu falschen Ergebnissen, wenn das Messergebnis
nicht mit den entsprechenden Formfaktoren korrigiert wird. Das gelingt nattrlich nur dann,
wenn die Kurvenform und damit der Formfaktor bekannt sind. Messgeréte, die tatséchlich
Effektivwerte fir beliebige Kurvenformen direkt messen (true RMS), sind aufwéndig und
teuer.

Hilfreich sind die folgenden Zusammenhange flr die Berechnung von arithmetischem oder
quadratischem Mitteln, sofern diese Mittelwerte fur Teilintervalle des Kurvenverlaufs bereits
bekannt sind, also insbesondere dann, wenn das Signal aus elementaren Stiicken wie Dreieck,
Rechtecht, Sinus oder Signalpausen zusammengesetzt ist:

Seien X;, X,, ... die jeweiligen arithmetischen Mittelwerte in den Teilintervallen T, T,, ...
bzw. X;, X,, ... die entsprechenden Effektivwerte, so ergibt sich der Gesamt-Mittelwert
bzw. Gesamteffektivwert geman

X =K (2.12)

(2.13)
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3 Elementare Zweipole
3.1 Bezeichnungen

Im Gegensatz zu Gleichstrom-Gleichspannungs-Kreisen werden Stréme, Spannungen,
Leistungen als zeitlich verénderliche GroRRen aufgefasst. Fur zeitlich verdnderliche Grolzen
werden Kleinbuchstaben verwendet:

i=i(t) (3.1)
u=u(t) (3.2)
p(t) =u®)i(t) (3.3)

3.2 Widerstand

Fir den Widerstand gilt das ohmsche Gesetz auch fiir zeitlich verédnderliche Vorgéange:

u(t) = Ri(t) (3.4)
bzw.
i(t) =Gu(t) (3.5)
mit dem Leitwert
G =% (3.6)

Achtung: Es wird das Verbraucher-Zahlpfeil-System vorausgesetzt.

Der bauteilspezifische Zusammenhang (,,Bauteilgleichung*) zwischen Strom und Spannung,
also das ohmsche Gesetz beim Widerstand, wird als konstitutive Gleichung bezeichnet.

Das ohmsche Gesetz beschreibt ein idealisiertes Verhalten eines Widerstands. Reale

Widerstande (z.B. gewickelte Drahtwiderstdnde) zeigen darlber hinaus ein nennenswertes
induktives, sogar ein kapazitives Verhalten.

Leistung und Arbeit

p(t) = Ri*(t) =%u2(t> —Gu? () (3.7)

b

w[to,tl]zj p(t)dt :jRiZ(t)dt :j%uz(t)dt (3.8)
f fo f
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Die GroRe wlty,t;] ist die wahrend des Zeitintervalls [to,t;] geleistete elektrische Arbeit.
Diese wird vollstandig in eine Warmemenge Q, umgesetzt:

'

Q, :w[to,tl]zjl p(t)dt:jRiz(t)dt:j%uz(t)dt (3.9)

t

Die geleistete Arbeit ist zwar von ihrer Dimension gleich der einer Energie. Sie wird im
Allgemeinen aber nicht als Energie bezeichnet. Der Unterschied zwischen den Begriffen
Arbeit und Energie wird bei der Betrachtung von Kondensator und Spule deutlich.

Reihenschaltung zweier Widerstande

uy (t) = Ryi(t) (3.10)
U (t) = Ryi(t) (3.11)

=
U(t) = Uy (t) + U, (t) = (R, + R, )i(t) = Ri(t) (3.12)
u(t) = Ri(t) (3.22)

mit dem resultierenden Ersatzwiderstandt der Reihenschaltung:

R=R,+R, (3.13)
Parallelschaltung
iy (t) = Gyu(t) (3.14)
i, (t) = G,u(t) (3.15)
=
i(t) =iy (1) +i5(t) = (G, + Gy )u(t) = Gu(t) (3.16)
Gu(t) =i(t) (3.22)

mit dem resultierenden Ersatzleitwert der Parallelschaltung:
Werden statt der Leitwerte die Widerstande benutzt, fihrt das zu

1 R,R
R= 1 1 = Le :Rl ”RZ
1.1 R+R, (3.18)
Rl RZ

Fur die Berechnung des Ersatzwiderstands der Parallelschaltung wird, wie in der letzten
Formel, gern die Kurzschreibweise || benutzt.
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3.3 Kondensator

i(tit
u(t) _‘_ C

Bild 3-1: Schaltsymbol des Kondensators

Der Kondensator speichert eine elektrische Ladung g, wobei sich auf den beiden Elektroden

jeweils Ladungen mit gegensatzlichen Vorzeichen® befinden (die Ladung auf der oberen
Elektrode werde positiv gezéhlt). Aufgrund der Bilanzgleichung der elektrischen Ladung (vgl.
Abschnitt 1.4) muss bei Annahme obiger Z&hlrichtungen gelten:

dat) .
=i (3.19)

Die Ladung q ist aber proportional zur elektrischen Spannung:
q(t) = Cu(t) (3.20)
Die Proportionalitatskonstante C heiRt Kapazitat. MaReinheit der Kapazitéat ist das Farad (F):

[Cl=1F =128
v

Eliminiert man die elektrische Ladung aus diesen beiden Gleichungen, erhalt man als
Beziehung zwischen Spannung und Strom eine Differenzialgleichung 1. Ordnung

du(t) .
C T i(t) (3.21)
oder kurz
Cu(t) =i(t) (3.22)

Diese Gleichung beschreibt das idealisierte Verhalten eines Kondensators. Die beschreibende
Differenzialgleichung ist die konstitutive Gleichung des Kondensators (man beachte, dass das
Verbraucherzéhlpfeilsystem vorausgesetzt wurde, andernfalls erhielte man das umgekehrte
Vorzeichen).

% Die Summe der Ladungen beider Elektroden ist folglich immer Null, weshalb das 1. Kirchhoffsche Gesetz
auch auf Schaltungen mit Kondensatoren angewendet werden kann.
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Man achte auf die korrekte Verwendung der Begriffe: Oft wird das Wort Kapazitat falschlich
fur ein Bauelement verwendet. Die Kapazitat ist jedoch nur ein Kennwert des Bauelements
Kondensator.

Kapazitat eines Plattenkondensators

Die Kapazitidt eines Kondensators, bei dem der Plattenabstand d Kklein gegeniber der
Ausdehnung der Platten (oder Folien) mit der Flache A ist, bestimmt sich zu

_ &o&rA

d

C (3.23)

wobei &, die relative Permittivitat (die Dielektrizitatszahl) des Dielektrikums und

& =8,854-10" F/m die Permittivitat (Dielektrizitatskonstante) des Vakuums ist (ohne
Herleitung).

Leistung, Energie

. dut) 1.d dwe(t)
p(t) =u(®)ict) =Cut) = ~=-C a(uz(t)) == =i () (3.24)
mit
We (1) = %Cuz(t) (3.25)

Diese GroRe ist die innere Energie des Kondensators. Die Energie eines Systems ist
typischerweise nur vom momentanen Zustand abhangig, hier also von u(t), nicht aber von

der Vorgeschichte. Die iiber einem Zeitintervall geleistete duRere Arbeit wity,t;] lasst sich
wie folgt integrieren:

Wty t]= [ POt = [ Ot = () -we () = € (07(6) -u'() (3.26)
Wlto, ty | = we (1) — we (to) (3.27)

Die geleistete Arbeit ist also die Differenz der Energien zwischen End- und Anfangszustand.
Dies macht den Unterschied zum Widerstand deutlich: Der Kondensator speichert die an ihm
geleistete auBere Arbeit als Energie und kann diese bei Entladung auch wieder abgeben.

Im Prinzip ist die Energie W (t) nur bis auf eine Integrationskonstante eindeutig bestimmbar.

Da aber stets Differenzen von Energien auftreten, kann diese Integrationskonstante ohne
Einschrdnkung der Allgemeinheit (wie oben geschehen) zu Null gewahlt werden.
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Dynamisches Verhalten

Wird beim Kondensator die Spannung vorgegeben, folgt eindeutig der Strom:

i(t) =Cuf(t) (3.22)
Beispiel: Sinusférmige Grolen:
u(t) = dsin(et - a) (3.28)
=
i(t) = @Cl cos(wt — ) =1 cos(at — ) (3.29)

Die Amplituden von Spannung und Strom stehen bei einer solchen sinusférmigen Speisung
also im Zusammenhang

| =wCl (3.30)
wobei die Schwingung des Stroms der Spannungsschwingung vorauseilt.
Wird dagegen beim Kondensator der Strom vorgegeben, kann die Spannung nur bis auf den

Anfangswert der Spannung (mathematisch: die Integrationskonstante) bestimmt werden. Der
Anfangswert muss also auf anderem Wege gegeben oder bestimmt werden:

1.
u(t) =u, +Etj0|(r) dr (3.31)
Merke: Die Spannung am Kondensator kann sich nicht sprungférmig andern.
4 u(t) A

i(t) - X i(t)
—wCh 1
S I N

Of-

< X N
t T=27lw t

Bild 3-2: Beispiele fiir zeitliche Verlaufe von Strom und Spannung am Kondensator

Parallelschaltung
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C,u(t) =i, (t) (3.32)
C,u(t) =1i,(t) (3.33)
=
(C,+Cu(t) =iy (t) +i,(t) (3.34)
Cu(t) =i(t) (3.22)
mit der resultierenden Ersatzkapazitat der Parallelschaltung:
C=C,+C, (3.35)
Reihenschaltung
C,u, (t) =i(t) (3.36)
C,u, (t) =i(t) (3.37)
=
. 1.
u, (t) =—i(t) (3.38)
C,
: 1.
u,(t) =—i(t) (3.39)
C,
b @)+, =| 2+ i) (3.40)
1 2 Cl C2 '
Cu(t) =i(t) (3.22)
mit der resultierenden Ersatzkapazitat der Reihenschaltung:
C- 1 _ GG
1.1 ¢+ (3.41)
Cl 2

Merke: Kapazitédten verhalten sich in Reihen- und Parallelschaltung &hnlich wie Leitwerte.

i(t)
w1
c,
u(t) v I u(t)
Uz(t) T C2

Bild 3-3: Reihen- und Parallelschaltung von Kondensatoren

i, (1)

i)

Cl

0,

C2
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3.4 Drossel oder Spule

i(t) i(t)

u(t) L U(t) L
nach neuer alt, nicht mehr

Norm verwenden

Bild 3-4: Schaltsymbole der Drossel

Ausgangspunkt ist das Induktionsgesetz (vgl. Abschnitt 1.4). Es soll aber bericksichtigt
werden, dass Spulen in der Regel nicht nur aus einer einzigen, sondern mehreren Windungen
bestehen. In diesem Fall ergibt sich der magnetische Verkettungsfluss  als Integration tber
eine entsprechend vielschichtige Flache. Unter der vereinfachenden Annahme, dass jede
Windung vom gleichen magnetischen Fluss durchsetzt wird, ist der Verkettungfluss einfach
ein ganzzahliges Vielfache des einfachen Flusses,

w = Ng (3.42)

wobei N die Windungszahl der Spule ist. Das Induktionsgesetz hat wieder die gleiche Form,
lediglich tritt statt des (einfachen) Flusses ¢ der mehrfach verkettete Fluss auf:

dy(t) _
o =uo (3.43)

Das Induktionsgesetz gilt in immer gleicher Form unabhéngig davon, wie das Magnetfeld
bzw. seine Anderung zustande kommt. Es kann durch fremde Erregungen wie durch eine
andere Spule in einem Transformator (Gegeninduktion), durch Bewegung oder Forméanderung
der Spule in einem fremden Magnetfeld wie beispielsweise bei elektrischen Maschinen
(Bewegungsinduktion) oder aber durch den eigenen Strom i der Spule selbst erzeugt werden
(Selbstinduktion). Wir betrachen hier nur den letzten Fall. In diesem Fall kann der
magnetische Verkettungsfluss y bei Bauelementen mit linearen Materialen als proportional

zum Strom i angenommen werden. Die Proportionalitiatskonstante wird als Induktivitat L
bezeichnet:

w =Li (3.44)
Die Maleinheit der Induktivitét ist das Henry (H):

Vs
L]=1H=1—
[L] A
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Die Beziehung zwischen Strom und Spannung lasst sich dann in der Form

i)

Lo =) (3.45)

bzw.
Li(t) = u(t) (3.46)

schreiben. Dies ist die konstitutive Gleichung der Spule (auch hier gilt das Verbraucherzahl-
pfeilsystem). Dieses idealisierte Verhalten berucksichtigt nicht den Innenwiderstand und
mogliche kapazitive Effekte realer Bauelemente.

Wie schon beim Kondensator beachte man die korrekte Anwendung der Begriffe: Das
induktive Bauelement heilst Spule oder Drosselspule, oft zu Drossel verkiirzt. Dieses
Bauelement wird durch den Kennwert der Induktivitat, ggf. zusétzlich auch durch seinen
Innenwiderstand charakterisiert.

Induktivitat einer langen Zylinderspule

Eine Zylinderspule mit N Windungen und Querschnittsflaiche A, bei der die Lédnge | sehr
grol3 gegenuiber dem Durchmesser ist, besitzt die Induktivitét

2

wobei u, die relative Permeabilitat bzw. die Permeabilitatszahl des Kernmaterials und

Uy =41 10~ H/m die Permeabilitat des Vakuums? ist. Das gleiche Ergebnis gilt auch fir

torusformige Spulen (Ringkernspulen), sofern die Abmessungen des Torusquerschnitts klein
gegenuber dem Torusdurchmesser sind. Man vergleiche die Formel fur die Kapazitat des
Plattenkondensators! (ohne Herleitung)

Leistung, Energie

p(t) =u(®)i(t) = Li(t)

SO 208 (i20) = 8 = 0 (3.48)

2 dt dt

Innere Energie der Drossel (vgl. Kondensator):

4 Die Permeabilitat des Vakuums, die auch als magnetische Feldkonstante bezeichnet wird, war bis 2019 auf
diesen ,glatten* Wert festgelegt. Auf diese Weise wurde im Internationalen System der MafReinheiten die
Maleinheit des elektrischen Stroms definiert: 1 A war definiert als derjenige Strom, der jeweils zwei sehr lange,
hinreichend diinne, im Abstand von 1 m angeordnete Leiter durchflielt, wenn diese je 1 m Leiterlange eine Kraft
von 2-107 N aufeinander austiben. Im Mai 2019 wurde diese Definition aufgehoben und statt ihrer der Wert der
Elementarladung festgelegt. Seitdem ist der obige Wert der magnetischen Feldkonstante nur noch eine (sehr
gute) Néaherung.



3 Elementare Zweipole S. 19

W, (t) = % Li2(1) (3.49)

Dynamisches Verhalten

Wird der Strom der Drossel vorgegeben, folgt daraus eindeutig die Spannung:

u(t) = Li(t) (3.46)
Beispiel: Sinusférmige GroRRen:
i(t) =isin(wt—a) (3.50)
=
u(t) = wli cos(at — ) (3.51)

Spannungs- und Stromamplituden stehen bei einer solchen sinusformigen Speisung im
Zusammenhang

U=wli (3.52)
Die Spannungsschwingung eilt dabei dem Strom voraus.

Wird dagegen die Spannung vorgegeben, ist der Anfangswert des Stroms unbestimmt:
l t
0 =io +- ! u(r) dr (3.53)

Merke: Der Strom in einer Drossel kann sich nicht sprungférmig verandern.

A i(t) A
u(t) u(t)
S RN it)

rlc

t  T=2rlw t

Bild 3-5: Beispiele fir zeitliche Verlaufe von Strom und Spannung an der Drossel
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Reihenschaltung
L,i(t) =u,(t) (3.54)
L,i(t) =u,(t) (3.55)
=
(L + L)it) = u, () +u, (1) (3.56)
Li(t) = u(t) (3.46)
mit der resultierenden Ersatzinduktivitdt der Reihenschaltung:
L=L +L, (3.57)
Parallelschaltung
Lli.1 (t) =u(t) (3.58)
L,i, (t) = u(t) (3.59)
=
. 1
I (t) = Eu(t) (3.60)
. 1
i, (t) =-—u(t) (3.61)
L2
. . 1 1
(1) +1,(t) = [— + —]u (t) (3.62)
Ll L2
Li(t) = u(t) (3.46)
mit der resultierenden Ersatzinduktivitat der Parallelschaltung:
Lo 1 LL,
1.1 L+l (3.63)
Ll I-2

Merke: Induktivitdten verhalten sich in Reihen- und Parallelschaltung &hnlich wie

Widerstande.
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i(t) + it)

>

u, (t) (t) i, (1)

; i
i(t) v u(t) % L L

u, (t) L,

Bild 3-6: Reihen- und Parallelschaltung von Drosseln



4 Nichtlineare Elemente S.22

4 Nichtlineare Elemente
4.1 Nichtlineare Drossel

Insbesondere Spulen mit ferromagnetischen Kernen zeigen Sattigungsverhalten. Magnetischer
Fluss und elektrischer Strom sind dann nicht mehr proportional. Das Induktionsgesetz ist aber
ein physikalisches Grundgesetz, dieses gilt weiterhin:

u(®) = v (t) (4.1)

Statt des nun nicht mehr gultigen linearen Zusammenhangs zwischen w und i wird nun
angenommen, dass es eine wie auch immer geartete nichtlineare Kennlinie der Art

w =y(i) (4.2)

gebe. Diese wird Magnetisierungskennlinie genannt.

YV A Ld (I)

L(i)

v

Bild 4-1: Magnetisierungskennlinie

Durch Einsetzen und Anwendung der Kettenregel ergibt sich eine neue Differenzialgleichung
als konstitutive Gleichung:

u®) =y (t)= c:j—'/i/ i) =L, @i (4.3)

Die Gleichung gleicht formell jener bei linearen Verhdltnissen. Hierbei ist aber die
sogenannte differenzielle Induktivitat
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La ()= %—VI/ (4.4)

maligeblich. Es lasst sich zwar auch eine Induktivitat als stromabhéngiges Verhéltnis von
Fluss und Strom definieren,

L(i) =% (4.5)

diese hat aber fiir das dynamische Verhalten keine Bedeutung.

Leistung und Energie

p(t) = u(D)i(t) = Y (D)iC) (4.6)
t, t w(t)

w(t)-w 1) = [ Py dt = [ 4 igyat = [idy 47
t, t, w(ty)

Auch im nichtlinearen Fall lasst sich also die duf3ere Arbeit zu einer inneren magnetischen
Energie w, integrieren. Die geometrische Interpretation der magnetischen Energie als
Flacheninhalt der Magnetisierungkennline ist in folgendem Diagramm dargestellt (vgl. die

Formel fur die magnetische Energie fur die lineare Drossel, diese Energie entsprache einer
Dreiecksflache):

v

Bild 4-2: Magnetische Energie in einer nichtlinearen Drossel
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4.2 Nichtlinearer Kondensator

Anders als induktive Bauelemente zeigen Kondensatoren keine nennenswerte Sattigung. Ein
Beispiel mit deutlich nichtlinearem Verhalten ist aber ein MOSFET -Transistor im gesperrten
Zustand: Die in der Sperrschicht gespeicherte Ladung ist nicht proportional zur Drain-Source-
Spannung, sondern deutlich nichtlinear.

Ausgangspunkt ist wieder die Ladungsbilanz
i(t) =q(t) (4.8)

die als physikalisches Grundgesetz auch im nichtlinearen Fall gelten muss. Es werde nun
angenommen, es gébe einen nichtlinearen Zusammenhang zwischen Ladung g und Spannung

u:

q=q(u) (4.9)
Einsetzen und Kettenregel liefert:
. . dq . .
i(t)=a(t) =Hu(t) =Cqy (u)u(t) (4.10)
mit der differenzielle Kapazitét
dg
Cq(u)y=— 4.11
a(u) du (4.11)
Kapazitat, jetzt spannungsabhangig:
_9
C(u) = " (4.12)
Leistung und Energie
p(t) = u(t)i(t) =u(t)a(t) (4.13)

we (1)~ we (to) = [ pOdE = [= = u®dt= udg (4.14)
t 1% a(t,)
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v

Bild 4-3: Geometrische Interpretation der Energie eines nichtlinearen Kondensators
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5 Leistung, Arbeit, Energie im elektrischen Netzwerk
5.1 Arbeit und Energie
Das Integral der elektrischen Leistung an einem Zwei- oder Mehrpol iber der Zeit

tl

wlto,t]= [ p(t)dt (5.1)

tO
ist die geleistete (elektrische) Arbeit. Vereinfacht gesprochen, bezeichnen wir diese Arbeit nur
dann als Energie dieses Elements, wenn diese als Speichergrofe identifiziert werden kann
(insbesondere kann diese dann auch wieder abgegeben werden). Mathematisch genauer

formuliert sprechen wir von Energie, wenn das obige Leistungsintegral so integriert werden
kann, dass das Ergebnis nur eine Funktion der ZustandsgroRen® x(t) zum End- bzw.

Anfangszeitpunkt ist:
wlto, ty ] = w(t;) — wty) = w(x(t,)) — w(x(ty)) (5.2)

Diese Funktion w(x(t)) heit dann innere Energie. Wie schon nachgewiesen, existieren fur
Kondensator und Spule derartige Energien, die flr lineare Félle

wuo=%U%o (5.3)
und
1,
We (t) = ECU t) (5.4)

lauten. Fir den Widerstand findet man eine solche innere Energie nicht.

5.2 Energiebilanz im Netzwerk

Die Leistung an einem Element k in einem elektrischen Netzwerk sei p,(t), die dem
Netzwerk Uber &uBere Klemmen zugefuhrte Leistung sei p,(t). Die Leistungsbilanz im
Netzwerk lautet damit

N
Pe(t) = P (t) (5.5)
k=1

5 ZustandsgréRen nennt man einen Satz von Variablen, deren Kenntnis ausreicht, um den Zustand eines Systems
vollstandig zu beschreiben.
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Sind einige der Elemente Energiespeicher (Kondensatoren oder Spulen oder andere Elemente,
die dem Kriterium nach Abschnitt 5.1 genligen), lasst sich eine Gesamtenergie des Netzwerks
definieren

W)= Y w (1) (5.6)
k eSpeicher
Damit:
Pe (t) = W(t) + p; (t) (5.7)
wobei
)= > p(t) (5.8)
k ¢Speicher

die innere Leistung ist. Diese setzt sich aus Verlusten z. B. der Widerstande zusammen.
Spezialfdlle dieser Leistungs- oder Energiebilanz:

e Netzwerk enthalte keine Elemente, die Leistung vernichten oder erzeugen, z. B. ein
Netzwerk nur aus Spulen und Kondensatoren

Pe (1) = W(t) (5.9)

e dto., darlber hinaus werde keine &uflere Leistung zugefiihrt. Dann folgt eine
Energieerhaltung:

W(t) =0 (5.10)
bzw.
w(t) = const. (5.11)

e Netzwerk enthalte gar keine Speicher: Die von aufien zugefihrte Leistung wird dann
momentan auf die Netzwerkelemente verteilt:

Pe(t) = pi (1) = > Py (1) (5.12)
k
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6 Gleichstromsteller

Transformatoren dienen der Umformung von Wechselspannungen oder —strdmen. Die
Umformung von Gleichspannungen wird mit einem géanzlich anderen Funktionsprinzip
bewerkstelligt. Im Folgenden werden die beiden einfachsten Strukturen vorgestellt, um eine
Gleichspannung herauf- oder herunterzusetzen: Der Tiefsetzsteller und der Hochsetzsteller.

Derartige Gleichstromsteller werden fir verschiedene Anwendungen und Leistungsklassen
mit Spannungsbereich von wenigen Volt bis zu einigen 100 V oder sogar kV und Leistungen
von etwa 100mW bis zu einigen 100 kW oder mehr eingesetzt.

6.1 Tiefsetzsteller

6.1.1 Prinzip

Bild 6-1: Prinzipschaltbild des Tiefsetzstellers

Annahme konstanter Spannungen:
ut)=U, , ut)=U, .

Der Schalter S wird mit dem Tastverhaltnis

.
D=_¢
T (6.1)
getaktet (s. Bild 6-1).
Begriffe:
T, Einschaltzeit (Schalter oben)
T, Ausschaltzeit (Schalter unten)
T,=T,+T, Schaltperiode

Schaltfrequenz
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Stellerspannung:

u, (t) =U,; waéhrend der Einschaltzeit
uy(t) = ) : (6.2)
0 wéhrend der Ausschaltzeit
=i, L i =0 i L i
oYY, e YYY_
—_— —_—
Up up
wahrend der Einschaltzeit wahrend der Ausschaltzeit
Bild 6-2: Ersatzschaltbilder wahrend Ein- und Ausschaltzeit
Analyse des stationaren Verhaltens
Zeitlicher Verlauf des Stroms i, (t) (vgl. Bild 6-2): Aus
Li, (t) =u (1) = us (1) - U, (6.3)
folgt wéhrend der Einschaltzeit t €[0,T,]:
. . U,-u
i (1) =i (0)+——2 C 2t (6.4)
und wahrend der Ausschaltzeit t e[T,,T,]:
. . U : U,-u U
i (t) = |L(Te)—T2(t—Te) =i (0)+— C 2T, —Tz(t—Te) (6.5)

Der Drosselstrom i, (t) ist genau dann stationar (bzw. periodisch), wenn

i (Ts) =i.(0)
Daraus folgt:

. U, -u U .
IL(O)+%Te _TZ(TS _Te) = IL(O)
(Ul_UZ)Te _UZ(TS _Te) =0

UT, -U,T, =0
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£=D (6.6)

Das Tastverhaltnis bestimmt dhnlich wie das Verhéltnis der Windungszahlen beim
Transformator das Verhaltnis der Spannungen!

* u(t)
Ul
U2
< > > < > t
T T T
4 e ) S iLmax Ul_UZ —&
i (t) =i, (t) L L
\ /
iLmin
t
1 i (1)
i_l N e - = -
t

Bild 6-3: Zeitliche Verlaufe beim Tiefsetzsteller im stationdren Zustand

Andere alternative Betrachtung mit Mittelwerten: Der Strom i (t) andert sich tber eine
Periode T, nicht, wenn die Drosselspannung u, (t) im Mittel Null ist, t, =0, denn aus

Li, (t) =u, (t) (6.7)
folgt durch Integration tber eine Schaltperiode T,:

Ts
L(i (Ts)-i.(0)) = Ju (®)dt=TgT_ =0 (6.8)
0
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Aus der Maschengleichung:
Us(t) =u,(t) +U, (6.9)
erhélt man die Aussage uber die Mittelwerte im stationaren Zustand:

Der Mittelwert der Stellerspannung ist aber

T,
U, :%!;us(t)dt = Telel - DU, (6.11)
Daher folgt
0, =U, =DU, (6.12)
bzw.
tjj—i =D (6.13)

Fir den Mittelwert des Eingansstroms i, (t) ergibt sich:

T T,
- 1 ¢. 1 ¢. To- Tg-
|1:— |1(t)dt:— |L(t)dt:—e||_ :_€|2 (614)
TS £ TS '([ TS TS
i, = DI, (6.15)
Also

U, i

D=—2=-1
Uk, (6.16)

Der Drosselstrom i (t) ist niemals konstant, sondern schwankt stets nach einem
dreieckformigen Verlauf hin und her. Die Schwankungsbreite des Stroms i, bestimmt sich zu

D(1-D)T,U,
L

. . . . . U
Al =1 max = min ZIL(Te)_IL(Ts):TZTa: (6.17)

Die maximale Stromschwankungsbreite ergibt sich fir das Tastverhaltnis D =0,5 zu

. T.U
A oy =—ZL1 (6.18)
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Damit:

i, = 4D~ D)4, (6.19)

A AIL

AILmax

0,5 1 D

Bild 6-4: Stromschwankung tiber Tastverhaltnis

Die Stromschwankung kann tber die Glattungsdrossel L oder tber die Schaltperiode T,
bzw. Uber die Schaltfrequenz f, =1/T, beeinflusst werden. Typische Schaltfrequenzen

liegen im Bereich einiger 100 Hz (im Leistungsbereich einiger MW mit Spannungen bis zu
einigen kV) bis zu einigen 100 kHz (im Kleinspannungsbereich von wenigen Volt und
wenigen Watt). Im letzteren Fall kommen MOSFET statt Bipolar-Transistoren zum Einsatz

6.1.2 Mit Glattungskondensator

Bild 6-5: Tiefsetzsteller mit Kondensator zur Spannungsgléattung

Ist die Ausgangsspannung u, nicht von sich aus konstant, kann ein Kondensator zur Glattung
eingesetzt werden. Es wird ein konstanter Laststrom

i2 - |2
angenommen. Im stationdaren Zustand muss der Kondensatorstrom

ic(®=i.O-1, (6.20)
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im zeitlichen Mittel Null sein, iz =0. Daher gilt

Die resultierende Schwankung der Kondensatorspannung
uc(t)zljic(t')dt'zlj(iL(t')—|2)dt' (6.22)
C C

ergibt sich durch einfache geometrische Betrachtung aus den dreieckférmigen
Stromkurvenformen zu (vgl. das folgende Bild 6-6)

1%, , 111 . 1 .. T,
AU = Ug gy = U i :Ej(uL(t)— L) dt =2 - Ak (L -t) = Ak (6.23)
4
_ 2
Aug = D(L-D)TY, (6.24)
8LC

Hierbei wird vereinfachend angenommen, dass die Spannungsschwankung Au. Klein
gegenuber der mittleren Kondensatorspannung U. = U, ist, so dass die Rickwirkung auf den

Verlauf der Strome vernachldssigt werden kann. Die maximal moégliche Spannungs-
schwankung wird bei D =0,5 erreicht:

T2U
AG o = —3;Lcl (6.25)



6 Gleichstromsteller S. 34

1 u, (t)
U,
A NP Sy DU = ST e W e WS o B
U (t)
. UL . t
Einfluss der
Te Ta TS . U.—u —U, Spannungsschwankung
A . I max 1 -2 2 auf den
i (t) L ) L Stromverlauf
, N AN NG
iLmin
Y t, .
) t
Ts/2
A )
Iy (t) _
L I = I =
t
Uy (1) = e () .
0, -;ecf= Q\____,/_’:é\____/f:; _____ P ey R ey 1
quin

v

Bild 6-6: Zeitliche Verlaufe beim Tiefsetzsteller mit Glattungskondensator

6.1.3 Realisierung

Der bislang idealisierte Schalter wird schaltungstechnisch durch Halbleiterbauelemente
realisiert. Das Bild 6-7 zeigt eine Schaltung mit einem Transistor und einer Diode. Der
Transistor wird dabei stets schaltend betrieben. Ohne auf die ndheren Eigenschaften eines
Transistors hier naher einzugehen, soll dies bedeuten, dass der Transistor entweder
ausgeschaltet ist, also keinen Strom fuhrt und Sperrspannung aufnimmt, oder aber im
eingeschalteten Zustand den Strom leitet und dann keine Spannung an diesem abfallt. Die
letzte Annahme ist natdrlich eine Idealisierung und nur unvollkommen erfillt, denn bei einem
Bipolartransistor, wie er Bild 6-7 verwendet wurde, liegt bei voller Durchsteuerung im
sogenannten gesattigtem Betrieb die typische Kollektor-Emitter-Restspannung bei einigen
100mV, beim sogenannten IGBT (isolated gate bipolar transistor), einem speziellen
Leistungstransistor, kann diese auch im Bereich einiger Volt liegen. Dieser Restspannung-



6 Gleichstromsteller S.35

sabfall des Transistor als auch die Flusspannung der Diode wurden bei der vorangegangenen
Modellierung vernachlassigt.

Bild 6-7: Realisierung des Tiefsetzstellers mit Transistor und Diode

Man moge uUberprifen, dass diese Schaltung tatsachlich die Funktion des in Bild 6-1
dargestellten Schalters erfullt:

Nehmen wir an, es flieRe ein positiver Strom i, >0 und der Transistor sei nicht angesteuert,
also im gesperrten Zustand. Dann muss der Strom den Weg durch die Diode nehmen, die also
leitend ist. Im leitenden Zustand fallt an dieser nur eine geringe Flussspannung ab, also
us =0 Das heil3t also, der in Bild 6-1 dargestellte idealisierte Schalter befindet sich in der

unteren Schaltposition.

Wird nun der Transistor angesteuert, so dass dieser leitet wird und seine L&ngsspannung
zusammenbricht, fallt nun an der Diode die Spannung (unter Vernachlassigung der
Transistor-Restspannung) die Eingangsspannung an, die positiv angenommen werden soll,
Us =~ u;. Damit wird die Diode in Sperrrichtung belastet, die folglich den Strom nicht mehr

fuhren kann. Statt dessen muss der Strom i nun den Pfad durch den Transistor nehmen, was
bedeutet, dass sich der idealisiert Schalter aus Bild 6-1 in der oberen Position befindet.

Bei dieser Kontrolle wird aber eine wichtige Bedingung deutlich: Sowohl der Strom i als
auch die Spannung u; mussten als positiv angenommen werden. Bei der idealisierten
Schaltung wurden zwar die Diagramme fur positive Spannung und positiven Strom

gezeichnet, doch war das bislang keine zwingende Annahme. Bei der hier vorliegenden
Schalterrealisierung ist dies nun aber eine zwingende Voraussetzung®.

Insbesondere soll folgender Umstand beachtet werden: Selbst wenn der Anfangswert des
Stroms i positiv, aber recht klein ist, kann es passieren, dass der Strom auf der fallenden

Flanke den Wert Null erreicht, bevor der Transistor neu eingeschaltet wird. In diesem Fall
erlischt der Strom und verharrt solange bei Null, bis der Transistor neu eingeschaltet wird. In
diesem Zwischenzustand leitet weder die Diode noch der Transistor. Es ergibt sich eine
Stromliicke, die dieser Betriebsart ihren Namen gibt. Die genauere Untersuchung dieses
lickenden Betriebs sei den weiterfiihrenden Lehrveranstaltungen vorbehalten. Hier soll nur

& Andere, aufwandigere Schalterrealisierungen konnen durchaus auch negative Stréme und/oder Spannungen
hantieren. Interessierte seien auf die weiterfiihrenden Lehrveranstaltungen verwiesen.
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darauf hingewiesen werden, dass die vorangegangene Modellierung des Tiefsetzstellers fiir
den lickenden Betrieb seine Giiltigkeit verliert und nicht angewandt werden darf. Unsere
Modellierung bleibt gultig, solange der Strommittelwert groRer als die halbe
Schwankungsbreite ist,

N
||_ :|2 >EAIL . (626)
Der Fall
R
L = |2 = EAIL (627)

heil3t Luckgrenzbetrieb, denn dann touchiert die untere Spitze des dreieckférmigen
Stromverlaufs gerade die Null wie in Bild 6-9 gezeigt.

* u (t)
Ul
U2
< > > < > t
Te Ta Ts
A
; I =Al
i (t)=iy(t) | tmax 7L

i‘zz%AiL%__ Lo AN N AAL_ N L AN

i 4

i 4

Bild 6-8: Zeitliche Verlaufe beim Tiefsetzsteller im Luckgrenzbetrieb
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6.2 Hochsetzsteller

6.2.1 Prinzip

i1 L iL S is = iz
—
U l Us l ‘ l u,

Bild 6-9: Prinzipbild des Hochsetzstellers

Annahme konstanter Spannungen:

wut)=U, , uw®=U, .

1 u, (t)
U2
Ul

¥ > > > t

T.
Ta Te S A Ul_UZ Ul

4 i (1) =i (t) I max L T
, Y N
Il _N___ ________ =/ T T TN, T T = -T--- _—— _N____

ILmin

-V

v

Bild 6-10: Zeitliche Verlaufe beim Hochsetzsteller im stationaren Zustand
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Die Intervalle T, und T, werden hier anders definiert als beim Tiefsetzsteller: Wahrend T, ist
der Schalter in der unteren Position, so dass u, =0; wéhrend T, ist der Schalter in der oberen

Position. Die Motivation zu dieser Definition ergibt sich erst beim Blick auf die Realisierung
des Schalter durch Transistor und Diode (s. Abschnitt 6.2.3).

Tastverhaltnis:

T
D=-¢
T (6.1)
Im stationédren Zustand gilt:
U, I
1-D=-1=2 (6.28)
U,
Stromschwankung:
. . U DT.U, D(@-D)T,U
Al =1 max —ILmin = TlTe = Is_ L= ( L) s 2 (6.29)

6.2.2 Mit Glattungskondensator

Bild 6-11: Hochsetzsteller mit Kondensator zur Spannungsglattung

Glattung der Ausgangsspannung mit Glattungskondensator. Annahme konstanten Laststroms
iz H= I,
Im stationdren Zustand gilt wegen i =0

i.=1, (6.30)
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Spannungsschwankung:

| 1,DT D(1-D)T.I,
AUC:quax_quin ZEZTe: ZC > = ( C) > (6.31)

wobei die Rickwirkung der Spannungsschwankung auf die Stromverldaufe vernachlassigt
wurde.

1 u, (1)
U,
< > <>« > t
Einfluss der
T, T Ts ] U1 —-Uu, U1 Spannungsschwankung
A i, () I max - o auf den
- L \ /L / Stromverlauf
t
Lo
I X \\ \ \ =
PR S S I N S B N N N Y I~ ¥ A
T I I T O
_ t
4 Uy (t) = uc (t) Uc max
U2 _7£:‘<<_ =g G ___\-_ ___\%ZXK_
quln
t

Bild 6-12: Zeitliche Verlaufe beim Hochsetzsteller mit Glattungskondensator



6 Gleichstromsteller S. 40

6.2.3 Realisierung

Der Schalter wird wieder durch einen Transistor und eine Diode realisiert, wobei der
eingeschaltete Transistor hier der ,,unteren* Stellung des idealisierten Schalters entspricht.
Auch bei dieser Realisierung miissen positive Spannungen und Stréme angenommen werden.
Die Ausfiihrungen uber den liickenden und den Luckgrenzbetrieb gelten entsprechend wie in
Abschnitt 6.1.3.

Bild 6-13: Realisierung des Hochsetzstellers mit Transistor und Diode
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7 Elementare Ausgleichsvorgange

7.1 RC-Glied

S~
R
W D o Lo

v v

Bild 7-1: RC-Glied mit Schalter an Spannungsquelle

Wenn Schalter S geschlossen, gilt die Maschengleichung:

Ug = Ug(t) +uc (1) (7.1)
Ug () =R (7.2)
Cuc (t) =i(t) (7.3)
Auflésen und Einsetzen:
. 1 1
(1) = ue () =~ U —uc ) (7.4)
Cl () = = Uy ~uc () (7.5)
RCUC (t) + Uc (t) = UO (76)

Inhomogene, lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung!

Losungsweg: Irgendeine spezielle Loésung der inhomogenen Differenzialgleichung
(partikuldare Lésung) + allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung:

Eine Losung der inhomogenen Dgl. erraten, z.B.:
Ui (t) =U, = const. (7.7)
Lésung der homogenen Dgl.

RCUC (t) +Uc (t) =0 (78)
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durch Exponentialansatz:

t

s 1.
Uch (t) =Ucnoe * (7.9)
Einsetzen des Ansatzes in die Differenzialgleichung ergibt
1 _t _t
—RC—uUg,e " +Uyee “ =0

T

1 _t
[— RC= +1} Ucpo€ =0 (7.10)

T

Die Exponentialfunktion ist niemals Null. Unter der Annahme ug, #0 muss also die
Klammer gleich Null sein und es folgt

r=RC (7.11)

Die Konstante 7z heillit Zeitkonstante des RC-Gliedes. (Diskutieren Sie auch den Fall

Die allgemeine Lésung lautet also

Ug (1) = Uch (t) + Ug; (t)
t (7.12)

Die Konstante ugno ist immer noch unbekannt. Diese Konstante wird nun durch die
Anpassung der Losung an die Anfangsbedingung bestimmt: Der Schalter schalte bei t =0,
Anfangsspannung des Kondensators sei

Uc (0) =ucy (7.13)

Also:
Uco = Ucn (0) +Ug; (0) = Ucno +Uq (7.14)
Ucno = Uco —Up (7.15)

Damit findet man als endgliltige Losung fur die Kondensatorspannung:

t

uc(t) = (Uco _Uo)e_; +U,

t t (7.16)
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Der stationdre Endwert ist
Uc () = lim uc (t) =U, (7.17)
t—>w
Aus der Spannung lasst sich nun auch der Strom berechnen:
i(t) =Cuc (t)
t
C _—
=_?(Uco_uo)e (7.18)
t
1 ——
=—(Uy—Ugg)e *
R( 0 CO)
A -
UO
Uc (t)
t
—1 Uco
A
i(t)
. N
Bild 7-2: Ausgleichsvorgang beim RC-Glied
Speziell bei entladenem Kondensator als Anfangszustand:
_t
uc(t):U{l—e ,] (7.19)
u. -
i(t) = F(’e : (7.20)
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7.2 RL-Glied

ly Vie® i

S 7 R L u(t)

v

Bild 7-3: RL-Glied mit Schalter an Stromquelle

Wenn Schalter S gedffnet, Knotengleichung:

I, =i () +i_(t) (7.21)
u(t) =iz ()R (7.22)
Li, (t) = u(t) (7.23)
Auflésen und Einsetzen:

u(t) = Rig (t) = R(l, —i (1)) (7.24)
Li, (1) = R(I, i, (1)) (7.25)

L. .
S+ =1 (7.26)

Vorgehen analog wie beim RC-Glied.
L
T=— 7.27
- (7.27)

heilt Zeitkonstante des RL-Gliedes.

Allgemeine Losung:

t
iL(t) = iLhoe T+ I0

Anpassen der Losung an die Anfangsbedingung: Schalter schalte bei t=0,
Spulenanfangsstrom sei

iL(O) = iLO (7-29)
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_t
iL(t)=(io—1lo)e " +1o
_t _t (7.30)
Stationérer Endwert:
i (0) =1, (7.31)
Berechnung der Spannung:
u(t) = Li (t)
L _t
=_?(ILO_IO)e ’ (7.32)
_t
=R(lp—i)e -
Speziell bei stromloser Drossel als Anfangszustand:
_t
i (t) = I{l—e J (7.33)
_t
u(t)=Rle (7.34)
A
T
I0
i ()
t
] iLO
A
u(t)
=~ N

Bild 7-4: Ausgleichsvorgang beim RL-Glied
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7.3 Anfangs-Endwert-Darstellung fur RC- und RL-Glieder

Bei einfachen RC- und RL-Gliedern folgt der Ausgleichsvorgang immer dem gleichen
Schema:

Fur die GroRe, die die Energie des Speichers beschreibt, also der Strom bei der Drossel oder
die Spannung beim Kondensator, gilt stets:

o o
X(t)=xe * +x{1—e T J (7.35)
Anfangswert:
X = X(to) (7.36)
Stationarer Endwert:
X, = lim x(t) (7.37)
t—o

e Bestimmung des Anfangswertes direkt aus Maschen- oder Knotengleichung oder der
Anfangswert ist direkt gegeben.

e Bestimmung des stationdren Endwerts: Kondensator gedanklich durch idealen
Isolator, Drossel durch idealen Leiter ersetzen und Strom- bzw. Spannungswert an
diesen Klemmen durch Netzwerkanalyse bestimmen.

e Bestimmung der Zeitkonstanten: Kondensator bzw. Spule aus dem Netzwerk
herauslésen, dann den wirksamen Widerstand der restlichen Schaltung an den
freigeschnittenen Klemmen bestimmen.
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8 Schwingkreise

8.1 LC-Schwingkreis

u(t)

Bild 8-1: Schwingkreis

Cl, =i, (8.1)
Li, =u, (8.2)
U =u, =u (8.3)
—ig =i =i (8.4)

. 1
Ci=-l=——u 8.5
: (85)
LCli+u=0 (8.6)

Die Spannung u gehorcht einer autonomen linearen homogenen Differenzialgleichung
2. Ordnung! (Stellen Sie ebenso eine Differenzialgleichung fiir den Strom auf?)

Es wird wieder eine Exponentialfunktion als Losung angesetzt. Spater wird sich herausstellen,
dass es komplexwertige Losungen gibt. Die ggf. komplexe Konstante U wird daher schon

jetzt mit einem Unterstrich gekennzeichnet:
u=Ue* (8.7)
i =Us%" (8.8)

LCUs%™ +Ue™ =0 (8.9)
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Die resultierende Gleichung in s hei8t charakteristische Gleichung bzw. das darin
vorkommende Polynom wird charakteristisches Polynom genannt:

LCs?+1=0 (8.10)
s = —% (8.11)
S12 = i—& (8.12)

Die Losungen s;, s, der charakteristischen Gleichung heien Eigenwerte. Obwohl s, s, also

imaginare Zahlen sein konnen, werden sie Ublicherweise nicht mit einem Unterstrich
gekennzeichnet.

Abkiirzungen:
Kennkreisfrequenz:
Wy = % (8.13)
Kennwiderstand:
7,- [t (8.14)
Allgemeine Ldsung
u(t) =U el +U el (8.15)

Da die Losung reell sein soll, missen die Koeffizienten U, U, zueinander konjugiert
komplex sein’:

U,=U, (8.16)
Darstellung mit Sinus und Kosinus:
u(t) =U, cos w,t + U, sin m,t (8.17)
U, =2Re(U,) (8.18)
U, =-2ImU,) (8.19)
Strom:
i(t) =-Cu(t) =Ca,U, sin o,t —Caw,U  cos m,t (8.20)

" 7%=x-jy bezeichne die zu z=x+jy konjugiert komplexe Zahl
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Anfangsbedingungen:
i, =1(0) =—Ca,U, (8.21)
u, =u(0)=U, (8.22)
=1, coswot+iuO sin aw,t (8.23)
Z0
u(t) =uy cosw, t—ii Sin w,t
Y Cayp 0T (8.24)
= U, COSwyt — Z i, Sin w,t
Betrachtet man die Schwingungsamplituden von Strom und Spannung,
U =+Jug +2§i5 (8.25)
. 2
= [i§+=% (8.26)
0
so ergibt sich, dass fir deren Verhéltnis gerade der Kennwiderstand maRgeblich ist
% =7, (8.27)
Energie im Schwingkreis:
w(t) = w (t) +we (1)
1 . 1.5
=—Li“(t) + =Cu“(t
S LR+ Cu(t)
(8.28)

2
= % L(i0 cosapt + Ziu0 sin cootj + %C(u0 coswpt — Zoiy sin aqt |
0

1 Lig + lCu§ = const.
2 2
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Bild 8-2: Zeitliche Verlaufe von Spannung und Strom des LC-Schwingkreises

Fragen:

Welche Kurve zeigt den Strom, welche die Spannung?
e Kennzeichnen Sie die Anfangswerte!
e Identifizieren Sie o, !

Skizzieren Sie die Energieverlaufe im Kondensator und in der Drossel!
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8.2 RLC-Parallelschwingkreis
_tc (t) i) yis(®)
c _‘_ L R u®
Bild 8-3: RLC-Parallelschwingkreis
ic +i_ +ig =0 (8.29)
io +i, +i, =0 (8.30)
Cu+lu+£u=0 (8.31)
L R
U
LCu+§u +u=0 (8.32)
Exponentialansatz:
u=Ue" (8.33)
2,45t L st st
LCUs e +EL_Jse +Ue™ =0 (8.34)
, L
LCs +ES+1=O (8.35)
, 1
s°+—s+—=0 (8.36)
RC LC
_ 1 1 1 (8.37)
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Abkurzungen:
Kennkreisfrequenz:

2] =% (8.38)
Kennwiderstand:

Zo = % (8.39)

Dampfung oder Dampfungsgrad?®:
1 |L 1
I=mc 2R (849

Mit diesen Kennzahlen lassen sich die Differenzialgleichung und die charakteristische
Gleichung in den Standardformen

N

U+ 2dwyli + wiu =0 (8.41)
s?+2dwys+af =0 (8.42)
schreiben. Es folgen die Wurzeln (Eigenwerte) der charakteristischen Gleichung als
5., = —ad ap\d2 -1 (8.43)
Allgemeine Ldsung fur die Spannung
u(t) =U.e™ +U e*! (8.44)

Allgemeine Losung fur die Strome

- u t 1 S S
00 =0 = L et e (8.45)
ic (1) = CU(t) = C|U 5%t + U5, (8.46)
. . . 1 st 1 S,t
i (t) =—ig(t) —ic () = _(Csl + Ejt_he v - (Csz + E)lee i (8.47)

8 In der Literatur findet sich fir den Dampfungsgrad auch die alternative Definition d"=Zo/R. Hier wird die in der
Systemtheorie und Regelungstechnik uibliche Definition der Dampfung verwendet.
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Fallunterscheidung:

Schwache Dampfung: d <1, die Eigenwerte bilden ein konjugiert komplexes Paar:

S, =S5, (8.48)

S0 = —pd £ jopvl-d2 =2+ o, (8.49)
T

r=_1 8.50

@,d (8.50)

wy = wyN1-d? (8.51)

AuBerdem muss gelten:

U,=uU (8.52)
Umrechnung der Exponentialdarstellung in Darstellung mit Sinus und Kosinus:
. t
u(t) =U,e™ +U,e* =U.e™ +U,e*" = (U, coswt+Usinwyt)e * (8.53)
U, =2Re(U,) (8.54)
U, =-2Im(U,) (8.55)
Strome:
u@t) 1 L
iR(t):?:E(UccoswdtJrUSsin wgt)e (8.56)
1 _t
ic () =Cu(t) = C{a}d (—U, sin ayt+U, cosmyt)—= (U, cosmyt +U,sin a)dt)} er
T
. (8.57)

= CH%US —lucjcoswdt—(a)duc +1U5jsin a)dt} e’
T T

iL(t) = _iR(t) - ic ®)

t t
:—%(UC cosw,t+U sinm,t)e * -CH%US —lucjcoswdt—[a)duc +1Usjsin a)dt} er
T T

t
=||-w,CU, + c_1 U, [cosw,t+| ,CU_ + c 1 U, [sine,t |e - (8.58)
T R T R

t

:K—wdcus —%UCjcosa}dH(wdCUc —%Usjsin wdt} er
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Anfangsbedingungen:

u@) =u, =U, (8.59)
. . 1
I,(0) =i, =-0,CU, _§U° (8.60)
=
U, =——to__1 (8.61)

*  0,C 2w,RC

Zeitlicher Verlauf:

; /\/\/\/\
JRYR~

Bild 8-4: Beispiel fur Verlauf der Spannung beim RLC-Parallelschwingkreis im Fall
schwacher Dampfung d <1

e Skizzieren Sie im Spannungsverlauf die Kennwerte 7, @, !
e Skizzieren Sie die Verlaufe der Strome i, 1, i .

Es stellt sich also eine gedampfte Schwingung ein. Wir sprechen im Fall schwacher
Déampfung auch vom Schwingfall.

Starke Dampfung: d >1: beide Eigenwerte sind reell:

81,2 = —(Ood + ) V d 2 -1 (862)
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Ebenso die Konstanten

Uio=Uy, (8.63)

Bild 8-5: Beispiel fur Verlauf der Spannung beim RLC-Parallelschwingkreis im Fall starker
Déampfung d >1

Es findet keine Schwingung statt, es liegt bei starker Dampfung der aperiodische Fall vor.

Aperiodischer Grenzfall: d =1:

Der aperiodische Grenzfall ist die Grenze des aperiodischen Falls. Dann sind beide
Eigenwerte sind reell und gleich:

S, =S, =~ (8.64)

In diesem Fall stellen wir fest, dass tber den Ublichen Exponentialansatz mit diesen
Eigenwerten weiterhin eine, aber eben nur eine Ldsung der Differentialgleichung gefunden
werden kann, da beide Eigenwerte gleich sind. Die Anpassung an zwei unabhdngige
Anfangsbedingungen (Spulenstrom und Kondensatorspannung) kann damit nicht gelingen.
Das ist ein Hinweis, dass das Lésungssystem noch nicht vollstandig ist. Fir den aperiodischen
Grenzfall ist der Losungsansatz folgendermalien zu erweitern:

u=Ugye™ +U; te (8.65)
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Dies moge durch Einsetzen in die Differenzialgleichung verifiziert werden. Weitere Details
kénnen den mathematischen Grundlagenlehrbichern entnommen werden. In der Praxis lasst
sich der Fall d =1 wegen nicht vermeidbarer Bauteiltoleranzen ohnehin nie exakt einstellen.

Zeichnen Sie die Lage der Eigenwerte s;,s, fur alle Dampfungsfélle in Abhangigkeit von d
bei konstanter Kennkreisfrequenz @, in der komplexen Ebene!

Im a

v

Re

Bild 8-6: Lage der Eigenwerte in Abhangigkeit der Dampfung
(zu vervollstandigen)
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8.3 RLC-Reihenschwingkreis

Uc (t)I ==

Bild 8-7: RLC-Reihenschwingkreis

Uc +U +Ugz =0 (8.66)
Uec +U, +Ugz =0 (8.67)
1 - LN -
—i+LI+Ri=0 (8.68)
C
LCi +RCi+i=0 (8.69)
Exponentialansatz:
i(t) = le® (8.70)
Charakteristische Gleichung:
LCs®> +RCs+1=0 (8.71)
s2+Rs, 1 g (8.72)
L LC
Eigenwerte:
R R* 1

s —_ "~y R 8.73
oL V42 Le (8.73)
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Abkurzungen:
Kennkreisfrequenz:
1
W, = ﬁ (8.74)
Kennwiderstand:
L
Z,=.|— 8.75
: ﬁ (8.75)
Déampfung:
d :E\/E:li (8.76)
2VL 22z,

Mit diesen Abkilrzungen lassen sich Differenzialgleichung und charakteristische Gleichung
schreiben als

I+ 2dawgi + @i =0 (8.77)
s?+2dwys+af =0 (8.78)
die somit genau gleich lauten wie die des RLC-Parallelschwingkreises. L&sungen:
5, = —ad £ ap\d2 -1 (8.79)
Allgemeine Ldsung fur den Strom:
i(t) = 1% +1,6% (8.80)

Allgemeine Ldsung fur die Spannungen:

Un (1) = Ri(t) = R1,e% + 1™ (8.81)
u (1) = Li(t) = L1, + 1,5,e% (8.82)
Ue () = ~ug () -u () = —(Ls, + R)Le™ ~(Ls, + R)L&** (5.83)

Weitere Diskussion der Lésungen wie beim Parallelschwingkreis! Siehe dort.
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8.4 Aufschaltung von sprungformigen Grof3en auf RLC-Netzwerke

In den vorangegangenen Abschnitten wurden sogenannte Anfangswertprobleme von
Netzwerken ohne duRere Einspeisungen behandelt. Werden Spannungen oder Stréme
zusétzlich von aullen aufgeschaltet, wird das Superpositionsverfahren angewendet. Dieses
darf wegen der Linearitat des Gleichungssystems angewendet werden.

Beispiel:
: i (t)
1 ® | wo
@ s[ c Tu®
R luR(t)

Bild 8-8: Ausgleichsvorgang einer RLC-Schaltung

Bei geschlossenem Schalter S ist

Uc =0 (8.84)

sowie
U +Ug =0 (8.85)
Li, +Ri_ =0 (8.86)

Es findet also nur ein einfacher Ausgleichsvorgang des RL-Gliedes mit exponentiellem
Verlauf und Abklingzeitkonstante L/R statt; es gibt keine Schwingung. Der Strom der
Stromquelle wird ebenfalls Gber den Schalter kurzgeschlossen. Ist der Schalter genligend
lange geschlossen, wird der Strom i, Null. Also seien

Uc(0) =Uco =0 (8.87)
i (0)=i,=0 (8.88)

als Anfangswerte fur den Zeitpunkt t =0 angenommen, zu dem der Schalter gedffnet wird.
Nun gilt die Maschengleichung

Uc +U, +Ug =0 (8.89)
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bzw. fur die Zeitableitung
Uc +U_+Ug =0 (8.90)

Einsetzen der Bauelementgleichungen (konstitutive Gleichungen) fuhrt zu der inhomogenen
Differenzialgleichung

é(iL—Io)+Li'L+Ri'L 0 (8.91)
LCi, +RCi, +i, =1, (8.92)

Der homogene Teil der Differenzialgleichung ist der des Reihenschwingkreises (!).

Losungsweg fur die inhomogene Differenzialgleichung:

1. Homogene L6ésung (ohne &uf3eren Strom) siehe vorangegangener Abschnitt:
i (t) = 1,6 + 1 ,e% (8.93)
2. Irgendeine partikuldre L&sung, am einfachsten die stationare Losung:
I, (t) =1, =const. (8.94)
3. Allgemeine Ldsung durch Superposition:
i (1) =i () +i (1) = 1o+ 1,e™ + 1,0 (8.95)

Daraus folgen die Spannungen:

Ug (t) = Ri (t) = R[I + 1,e% + 1 e (8.96)
U (1) = Li (©) = L|1sie™ + 1,5,6% | (8.97)
Ue (t) = —Ug (t) —u, (t) = —RI, —(Ls, + R)l,e>" —(Ls, + R)lI ,*" (8.98)

4. Anfangsbedingungen
0=i (0)=i,o=lg+1;+1, (8.99)

0=u¢(0) =Ugo =—RI, —(Ls; +R)l, —(Ls, + R)I, (8.100)
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Die weitere Rechnung beschrankt sich auf den Fall schwacher Dampfung d <1. Dann gilt

*
llzlz

S, =S5,
Also folgt aus der Anfangsbedingung flr den Spulenstrom
I, =2Rel, =—I,
und aus der Anfangsbedingung fiir die Kondensatorspannung

0=—RI,—2Re|(Ls, +R)1,]

Mit
sl=a)0(—d+j\/1—d2)
folgt
0=—RIl,—2Re[(Ls;+R)1; |=-Rl;—2RRel, —2L Re[s ]
:—2L(ﬂbdReh;1% 1—d2ImLJ
Also
Iml, = d Rel
1-d?
bzw.
d d
e e

(8.101)
(8.102)

(8.103)

(8.104)

(8.105)

(8.106)

(8.107)

(8.108)

Vollstandige Ldsung mit angepassten Anfangsbedingungen fur schwache Dampfung in

Darstellung mit Sinus- und Kosinustermen fur t > 0:

L) =1, 1—[cos wyt +Lsin a)dt] e t”
1-d?

1': ZZO— \/7\/LC 2—
dwy Ray,

mit

(8.109)

(8.110)



8 Schwingkreise S. 62

ity

0

t
Bild 8-9: Ausgleichsvorgang des Stroms
Wie verhdlt sich die Kondensatorspannung? Leiten Sie die Gleichungen her und skizzieren
Sie den Verlauf.



9 Sinusformige Vorgéange in linearen Netzwerken S. 63

9 Sinusfdérmige Vorgéange in linearen Netzwerken
9.1 Sinusformige Gro3en

Sinusformige Grolken sind spezielle periodische Grolien; sie lassen sich auf verschiedene
Arten schreiben:

X(t) = Xcos(awt + ¢,) (9.1)
X(t) = Xsin(awt + ¢,) (9.2)
X(t) = X, cosmt + X sin wt (9.3)

Die Darstellungen sind &quivalent und in einander umrechenbar. Letztendlich wird eine
sinusformige GroRe durch nur drei Konstanten charakterisiert:

e die Amplitude X,
e die Kreisfrequenz o,
e die Phasenverschiebung ¢, .

Umrechnung dieser Konstanten ausgehend vom Additionstheorem:

X(t) = Xcos(at + @, ) = X [cos at cos ¢, —sin atsin g, ] (9.4)

R=X2+ X2 (9.5)

S

—tan~t (X, / X, ) far X, >0 (9.6)

X
tangy=——> < ¢ =
X m—tan~ (X / X, ) fir X <0

c

bzw.
X =XC0Ss ¢ 9.7)
Xs=—Xsing, 9.8)
Weitere abgeleitete Konstanten:
e Frequenz f = @
2
. 1
e Zeitkonstante 7 = —
(4]
e Periodendauer T = 2_” = 1
(4]

e Effektivwert X =

s“ x>
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e

A
/
—
I
— |~
I
b
v

v

Bild 9-1: Sinusférmiges Signal

Frequenz vs. Kreisfrequenz: Die Frequenz f wird in Hertz®, Abkirzung: 1Hz = 1/s,

gemessen. Die Kreisfrequenz  unterscheidet sich nur um den dimensionslosen Faktor 27z
von der Frequenz f . Als Malieinheit der Kreisfrequenz wird das Hertz tblicherweise nicht

verwendet, sondern stets 1/s oder s, geschrieben.

Einige Eigenschaften sinusférmiger Grolzen:

Der Mittelwert einer sinusformigen GrofRe Uber eine Periode ist Null: x =0

Seien x,(t), x,(t) sinusformige GrofRen der gleichen Frequenz @, so ist die
Superposition x(t) =c,x, (t) +c,X, (t) ebenfalls sinusférmig mit dieser Frequenz

Die Ableitung einer sinusformigen GroRe nach der Zeit ist ebenfalls sinusformig mit
gleicher Frequenz: x(t) = Xcos(at + @,) = X(t) = —Xwsin(wt + ¢,)

Das Produkt zweier sinusformigen Grofien mit beliebigen Frequenzen ist als Summe
zweier  sinusformiger  GroRBen  darstellbar, wobei die  Summen- und
Differenzfrequenzen auftreten (Additionstheorem der Trigonometrie):

X (t) = %, cos(at + @), X,(t) =X, cos(w,t +,) (9.9)
=
X(t) = X (1) X (t) = %[COS((@ + @)U+ @1+ y)+COS((0 — @)t + o — )] (9.10)

® Dies hat nichts mit dem Herzschlag, sondern mit Heinrich Hertz zu tun, der die aus der
Maxwellschen Theorie resultierenden elektromagnetischen Wellen erzeugte und nachwies.
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9.2 Darstellung sinusformiger Gré3en mit komplexen Zeigern

TERE'S MOTER MATA | [ OOR, THATS A TRION ORE.
FROBLEM 1 AN FIGUR iy o

Imaginére Einheit: i, j (in der Elektrotechnik wird j bevorzugt)

Anbindung an die reellen Zahlen: j* =-1

Darstellung komplexer Zahlen nach Real- und Imaginarteil: x =X, +jX;

Darstellung komplexer Zahlen nach Betrag und Winkel (Darstellung nach Euler): x = %e'?

Im a

1<
x

>

v

Re

Bild 9-3: Komplexer Zeiger

el —cos¢g+ jsing (9.11)
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Damit:
R=|x|=/x} + X’ (9.12)
@ =arccos—-sgn x; (9.13)
X, = XCOS ¢ (9.14)
X; = Xsing (9.15)
Komplexe Darstellung reeller sinusférmiger Verlaufe:
X(t) = Rcos(wt + @, ) = Re(x(t)) (9.16)
mit
x(t) = %) (9.17)

Im ,

1<

@ =ot+g@,

X(t)

t v

Bild 9-4: Zusammenhang zwischen einem Schwingungsvorgang und seiner Darstellung durch

einen komplexen Zeiger
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Komplexer Momentanwertzeiger:
X(t) = %) (@) = geltbglet — golet (9.18)
Die komplexe Amplitude
L = xelh (9.19)

beinhaltet die beiden KenngroRen Amplitude und Phasenverschiebung der periodischen
Funktion. Die Frequenz wird dadurch nicht angezeigt.

A

% (9.20)

9 = arg(x) (9.21)

X =

Gebrauchlich sind auBerdem Effektivwertzeiger:

X = %= %6/ = Xl (9.22)

V27 2

9.3 Sinusférmige Grol3en an Zweipolen

Annahme: Spannung und Strom an einem Zweipol seien sinusformig und von gleicher
Frequenz, jedoch mit unterschiedlicher Phasenlage:

u(t) = Geos(wt + ¢, )=~2 U cos(wt + ¢, ) (9.23)
i(t) =1 cos(awt+¢,)=~/2 I cos(at+¢,) (9.24)
Differenz-Phasenwinkel zwischen Strom und Spannung:
P=P, — P, (9.25)
Achtung: Vorzeichenkonvention des Phasenwinkels:

e ¢ >0: Strom eilt der Spannung nach (sog. induktives Verhalten)

e ¢ <0: Spannung eilt dem Strom nach (sog. kapazitives Verhalten)
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i(t) u(t)

N =

v

Bild 9-5: Sinusférmige Verlaufe von Strom und Spannung an einem Zweipol

Im
u(t) = Gel(@t+ou)

\

v

Re

u(E[) il(t)‘j

Bild 9-6: Darstellung der Schwingung durch komplexe Zeiger

9.4 Impedanz und Admittanz
Annahme: Spannung und Strom eines Zweipols seien sinusférmig mit gleicher Frequenz.
(9.26)

u(t) =udcos(at +¢,)=U \/Ecos(a)t +¢,)
i(t) =1 cos(at + ¢;) = 132 cos(at + ¢;) (9.27)
Darstellung mit Effektivwert- bzw. Momentanwertzeigern:
U =Uel% (9.28)
(9.29)
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u(t) = Re(u(t)) (9.30)

u(t) = J2uel @) — Joyeiet (9.31)
i(t) = Re(i(t)) ©.32)

i(t) =~21el ) = 2 jeiet (9.33)

Quotient der Momentanwertzeiger:

g(t)_JEL_JeJ“’t_UT Ue'* U - (9.34)

i) V2ied 1 e 1

Iej“" |

Der Quotient ist unter bestimmten Voraussetzungen unabhéngig von den Amplituden bzw.
Effektivwerten sowie der Phasenlage und wird Impedanz oder komplexer Widerstand
genannt:

Z:UIZ:UTej(rpu—w.) :Ul—ej"’ (9.35)

Die Impedanz als Verhéltnis von Spannung zu Strom lasst sich als frequenzabhdngiger
Wechselspannungswiderstand auffassen. Weitere Begriffe:

Wirkwiderstand oder Resistanz: R=Re(Z)=Zcos¢
Blindwiderstand oder Reaktanz: X =Im(Z)=Zsing
Scheinwiderstand Z=|z|
Damit:
Z=R+jX =2zel* (9.36)

Der Kehrwert der Impedanz heit Admittanz oder komplexer Leitwert:

X:%:izulej(w.—m :ULejqo (9.37)
Weitere abgeleitete Begriffe:
Wirkleitwert oder Konduktanz G =Re(Y)=Ycosg
Blindleitwert oder Suszeptanz B=Im(Y)=-Ysing

Scheinleitwert Y =Y|
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Damit:

Y=G+jB=Ye )?

Umrechnungen zwischen Admittanzen und Impedanzen:

R R

G=_ + _
R?+X?2 Zz?

G G
R=———=07
G“+B Y

(9.38)

X X
B:— = ——
R? + X2 Z2

___ B __ B
G2+B?> Y?

Offene Fragen zur Einflihrung von Impedanz und Admittanz:

e Wann gibt es Gberhaupt sinusférmige Strome und Spannungen an Zweipolen?

e Unter welchen Bedingungen ist der Quotient von Spannungs- und Stromzeiger
unabhéngig von den Amplitude und den Anfangsphasenwinkeln?

Verschiebung einer allgemeinen Antwort auf spéter. Zundchst spezielle Betrachtung der

elementaren Zweipole Widerstand, Spule, Kondensator:
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9.5 Impedanzen und Admittanzen der elementaren Zweipole
Widerstand

Annahme sinusformigen Stroms:

u(t) = Ri(t)
:ﬁRRe(leJ’“’t)
= V2Re(R1eM) (9:39)
=ﬁRe(er“’t)
mit
U=RI (9.40)

Das Ohmsche Gesetz gilt also auch fiir die komplexen Zeiger! Impedanz und Admittanz des
Widerstands sind demnach:

IN
I
I
Py

(9.41)

1<
Il
Il
()

(9.42)

|~ —|C

Z und Y sind unabhéngig von den Amplituden und Phasenwinkeln!

Kondensator
Annahme sinusférmiger Spannung
i(t)=Cu(t)
_ d jot
=\J2cC pr Re(Uel)

=2 Re(C %(er“’t)j (9.43)

:ﬁRe(jwcgej“’t)
:ﬁRe(Lej”t)

mit

I =jeCU (9.44)
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bzw.
U 1
Z:::_
~— 1 jewC (945)
Y=joC (9.46)

Die Differenziation nach der Zeit geht bei der Rechnung mit komplexen Zeigern in eine
Multiplikation mit jo (ber:

d . o
—el” = joel” 9.47
™ jo (9.47)
Kurz:
d - jo (9.48)
dt '

Daher nennt man jo auch Differenzialoperator.

Drossel

Annahme sinusférmigen Stroms:
u(t) = Li(t)
- LiR e(1e')
=2 Re [ (1e7) ] (9.49)
- J2 Re ( a)LleJ“’t)
mit
U=joLl (9.50)

bzw.
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u .
1
Y=———
=T el (9.52)
Im 4 Im 4 Im 4
A
1
u_ 1 u J
Re Re Re
1
Y
Im 4 Im 4 Im T
Z=jolL
Z=R
Re 1 Re Re
Z =
~ joC
Widerstand Kondensator Spule

Bild 9-7: Zeigerdiagramme fir die Impedanzen von Widerstand, Kondensator und Spule
Die Wahl der absoluten Winkel fur die Spannung- und Stromzeiger ist willkirlich (da sich gezeigt hat, dass
Impedanz und Admittanz von den Anfangswinkeln nicht abhangen).

Hier ist der Spannungszeiger in Richtung der reellen Achse ausgerichtet.

Bemerkung: Soll betont werden, dass die Impedanz Z bzw. die Admittanz Y von der
Frequenz abhéngen, schreiben wir meist Z(jw) bzw. Y (jw). Zwar liegt die Schreibweise
Z(w) bzw. Y (w) sogar eher nahe und ist in diesem Zusammenhang gleichberechtigt, doch
wird héufig die erste Variante aus folgenden Griinden benutzt:

e In den hier auftretenden Ausdricken tritt die Frequenz @ immer im Produkt mit der
imaginadren Einheit j auf. Ausdriicke wie — @’ konnen als (jw)? interpretiert werden.

e Im Kontext der Laplace-Transformation, die Sie nicht in dieser, aber in spateren
Lehrveranstaltungen kennen lernen werden, wird sich zeigen, dass sich die
frequenzabhangige Impedanz aus einer sogenannten Laplace-Ubertragungsfunktion
Z(s) mit einer unabhangigen komplexen Variable s aus dem Spezialfall s=jw

ergibt.
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9.6 Reihenschaltung und Parallelschaltung

Reihenschaltung zweier Zweipole

u(t) = u, (t) +u,(t) (9.53)
Re(Ue' ) = Re(U,e" )+ Re(U e ) (9.54)
U=U,+U, (9.55)

U=2,1+2,1
U=(2,+Z,) (9.56)
U=21 (9.57)

mit

L=2,+7, (9.58)

Die Impedanz in einer Reihenschaltung bestimmt sich durch die komplexe Summe der
Teilimpedanzen. Fiir die resultierende Gesamtadmittanz gilt demnach

1 Yy,
1.1 Y,+Y, (9.59)

Y =

[
[
[

Y
N

| m—
)
@D

Bild 9-8: Zeigerdiagramm fir die Reihenschaltung
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Achtung: Zwar addieren sich die komplexen Spannungszeiger bei der Reihenschaltung,
L_J:Q1+L_J2 ' Q:QJ__'_QZ '

nicht aber die reellen Effektivwerte oder reellen Amplituden! Der Gesamteffektivwert I&sst
sich lediglich durch

U<y, +U,
abschéatzen (sogenannte Dreiecksungleichung).

Parallelschaltung zweier Zweipole

i(t) =i, (t) +i,(t) (9.60)
Re(1e') = Re(1,6'" ) +Re(1,6'") (9.61)
I=1+1, (9.62)
l :!1Q+qu
L=, +Y, (9.63)
I=YU (9.64)
mit
X :Xl +Xz (9-65)
bzw.
s 1 ZiZ,
N i+i Z,+24, (9.66)
Z, Z,
Im A

Y

Bild 9-9: Zeigerdiagramm fur die Parallelschaltung
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Achtung: Zwar addieren sich die komplexen Zeiger bei der Parallelschaltung,
=L+, . Q=i+, ,
nicht aber die reellen Effektivwerte. Es gilt wiederum nur eine Abschétzung
<1, +1,
Fazit: Jeder aus den elementaren Zweipolen Widerstand, Kondensator, Spule durch Parallel-

und Reihenschaltung aufgebaute Zweipol besitzt selbst eine Impedanz, die nach den
angegebenen Gleichungen bestimmt werden kann.
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9.7 Impedanzen einiger Zweipole
Zweipol Z(jw) Abkurzungen
R
— R
C 1
_|:R|_fY\If_Y\_ R+ja)L:R(1+ja)r) f:%
R C Ry 1 _R1+jan' .
—_————— jaC jor T=
o — 1
L C 2 2 2 °T e
— 1 @ LC:ZO @ — @ LC
jaC Joa, \/f
ZOZ E
R L C H _ 2 2 H _ 2
i 1+ja)F\?C o LC:Zoa)0+2!da)a)0 o g=1R
joC joa, 227,
R L joL _ jor r=£
1+jwL/R 1+ jor R
= R = L =RC
I 1+joRC  1+jor £
1
. . Wy = —F—
joL Jow, JLC
Ls C o 0o 3
1-o°LC Wy — @ L
ZO: E
joL _ jow, 17,
; 21~ 02 ; 2 d=-—
1+ joL/R-w°LC wy +2 jdow, —w 2 R
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9.8 Allgemeine Voraussetzungen fur die Rechnung mit Impedanzen und
Admittanzen

Aufgreifen der offenen Fragen aus 9.4:
e Wann sind Strome und Spannungen an einem Zweipol sinusformig?

e Wann sind die Quotienten der komplexen Zeiger (Impedanz, Admittanz) unabhéngig
von Amplitude und Phasenlage?

Offensichtlich ist dies der Fall, wenn ein elektrischer Zweipol aus den elementaren Elementen
Widerstand, Kondensator und Spule aufgebaut wird. Dies soll nun aber unter etwas
allgemeineren Annahmen betrachtet werden.

Das Verhalten von Strom und Spannung eines Zweipols werde durch eine allgemeine
Differenzialgleichung der Form

d"i(t)

9.67
modtm (9.67)

au(t) +au(t)+allt)+...+a, % =hyi(t) +bji(t) +bi (t) +....+b

beschrieben. Die Differenzialgleichung ist
e von endlicher Ordnung

e linear, d. h.:
seien u, (t), i,(t); u,(t),i,(t) zwei Losungen, so ist mit beliebigen Konstanten c;,c,
auch
u(t) = cyu, (t) +c,u, (t), i(t) =cyiy (t) +C,i, (t) eine Losung.

e zeitinvariant:
Sei u(t), i(t) eine Losung, so ist auch u(t—T),i(t—T) flr beliebige
Zeitverschiebung T eine Losung.

Zeigen Sie die letzten beiden Punkte durch Einsetzen!

Zweipole bzw. Systeme, die diese Voraussetzungen erfillen, heilen linear zeitinvariant
(linear time-invariant), kurz LZI- oder LTI-Systeme. Allgemein lasst sich zeigen, dass sich fur
LTI-Systeme die oben gestellten Fragen positiv beantworten lassen. Fir diese Systeme gibt es
stets sinusformige Strome und Spannungen als Lésung und der Quotient U /1 ist

e unabhéngig von den Amplituden U und I,
e unabhdngig von den absoluten Phasenwinkeln ¢, , ¢; ; nur der Differenz-

Phasenwinkel ¢ = ¢, — ¢, geht ein.

Nur unter diesen Voraussetzung ist es moglich, Impedanzen zu bestimmen und damit zu
arbeiten!
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Die obige allgemeine Differenzialgleichung stellt eine durchaus umfangreiche Klasse von
LTI-Systemen, nicht aber alle denkbaren. Der Nachweis wird hier nur auf solche LTI-
Systeme beschrankt, die sich durch eine solche Differenzialgleichung darstellen lassen:

Der Ansatz
u(t) =2 Re(gej“’t) (9.68)
i(t) =2 Re(1e)") (9.69)
wird in die Differenzialgleichung eingesetzt:

Re[gej“’t(ag +a,(jo) +a,(jo)? +....+an(ja))”)

| —

_ (9.70)
:Re[le"”t(bo+bl(ja))+b2(ja))2+....+bn(ja))m)}
g(a0 +a1(ja))+a2(jco)2+....+an(jco)”) oo
= 1(by +b (@) +b, (i) + ... +b (j0)" ) &7
Es gibt sinusférmige Losungen mit
U _by+by{e)+b,(w)’ +..+b (o) 0.7
1 .

ay+ay(jo) +a,(jw)? +...+a,(jo)"

Der Quotient, die Impedanz, ist also tatsachlich unabhdngig von Amplitude und
Anfangsphasenwinkel und ergibt sich allein aus den Koeffizienten der Differenzialgleichung:

o) = by +b1(ja’)+b2(ja))2+....+bn(ja))m

£=2(o) 8y + 8, (j0) + 2, (@)% + ...+ 2, (jo)" (®.73)
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10 Frequenzabhangige Darstellungen von Impedanzen und
Admittanzen

10.1 RC-Parallelschaltung

Unter einer Ortskurve versteht man die grafische Darstellung einer Impedanz Z oder
Admittanz Y in der komplexen Ebene in Abhéngigkeit der Frequenz . Hierbei wird nur die
frequenzabhangige Trajektorie des Endpunktes des komplexen Zeigers gezeichnet. Dies soll

an einem Beispiel dargestellt werden:

Bild 10-1: RC-Parallelschaltung

Die Ortskurve der Admittanz

Y = 1 + ja)C=%(1+ ja)r)

R
mit

7=RC

ist in der komplexen Ebene eine Gerade, die parallel zur imaginaren Achse verlauft.

Im 4 t o> o0
1 ! wr=1
)
45° ©=0
1 Re

Bild 10-2: Admittanzortskurve der RC-Parallelschaltung

(10.1)

(10.2)
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Die Impedanzortskurve in der komplexen Ebene ist ein Kreis, wie man durch folgende
Umformungen erkennt. Der Vereinfachung halber wird die Impedanz auf den Widerstand
bezogen:

7-£. 1
- R 1+ jor
=£+ 1 1 (10.3)
2 1+ jor 2
1 1-jor

=——|——_
2 21+ jor)

Der Betrag des 2. Summanden ist

| 1-jor | [-jod (1+(w)® 1 104
20+ jor)| 20+ jeor 2.1+ (wr)? 2 .

Die Ortkurve ist folglich ein Kreis mit Mittelpunkt auf der reellen Achse bei R/2 und Radius
R/2. Die Ortkurve startet bei @ =0 auf der reellen Achse im Punkt Z=R. Fir @— o
strebt sie gegen Z =0, wobei der Winkel gegen -90° geht. Der Winkel von -45° wird bei der
Frequenz

1
or=1, o=- (10.5)
T
angenommen.
Im 4
o —tan " (w7)
N |/ RI2 R =0
‘ Re
-R/2
ot=1

Bild 10-3: Impedanzortskurve der RC-Parallelschaltung

An Ortskurven lassen sich gut Betrdge und Winkel, also die Scheinwiderstande bzw.
Scheinleitwerte und die Phasendrehungen, auch die Reaktanzen, Resistanzen bzw.
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Konduktanzen und Suszeptanzen ablesen. Es fallt aber schwer, zu einer konkreten Frequenz
den entsprechenden Punkt der Ortskurve zu identifizieren, wenn nicht eine Frequenzskala auf
der Ortskurve angebracht wird. Die Frequenzabhéngigkeit lasst sich einfacher im Bode-
Diagramm uberblicken:

Im Bode-Diagramm werden Amplitude und Winkel in separaten Teilbildern uber der
Frequenz dargestellt. Die beiden Teilbilder heiBen Amplituden- oder Betragsgang und
Phasengang. Das folgende Bild zeigt eine solche Darstellungen der Impedanz der RC-
Parallelschaltung.

sl \ A S S |
o6l N\ T S S |
0al ~_ SR SR SO |

02 SRR — SEREREEREE ]

00

\,-45° ------------- P S S .

-9Q° 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10
T

Bild 10-4: Amplituden- und Phasengang der Impedanz der RC-Parallelschaltung,
Darstellung mit linearen Achsen

Eine solche Darstellung mit linearen Achsen ist jedoch wenig aussagekraftig. Skaliert man
dagegen die Achsen fir Amplitude und Frequenz dagegen logarithmisch, treten viele
Charakteristika viel deutlicher heraus. Fir die Amplitude verwendet man dabei Ublicherweise
die Darstellung in Dezibeln:

dB(x) =20lg x (10.6)
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X dB(x)
1 0
10 20
100 40
0,1 -20
0,01 -40
J10 * 10
J2 3,01
2 6,02
1//2 -3,01
1/2 -6,02

Die Motivation dieser dB-Definition ergibt sich aus dem Wert von 10 dB (s. *): Eine
Erh6hung einer Spannung oder eines Stroms an einem ohmschen Widerstand um 10 dB
resultiert in einer 10-fachen Leistung.

Die logarithmische Darstellung ist aber nur fir dimensionslose GréRBen mdglich. Wéhrend
also Amplitudengénge einer Strom- oder Spannungsverstarkung direkt logarithmisch
dargestellt werden konnen, ist eine Impedanz oder Admittanz zuvor auf einen geeigneten
Bezugswert zu beziehen. Denkbar ist, diese einfach auf 1 Q zu beziehen, doch vorteilhafter
verwendet man eine naturliche, sich aus der Problemstellung ergebende Bezugsgrofie,
beispielsweise die Kenn-Impedanz Z, oder Kenn-Admittanz Y.

Im vorliegenden Beispiel wurde bereits die auf R bezogene Impedanz z eingefihrt, welche
also dimensionslos ist. Die resultierende Darstellung mit logarithmischen Achsen ist im
folgenden Bild zu sehen. In dieser Darstellung bekommen sowohl der Amplitudengang als
auch der Phasengang sehr charakteristische Formen, was man in der linearen Darstellung
nicht oder nur sehr schwer erkennt2°:

e Der Amplitudengang strebt fir kleine und groRe Frequenzen asymptotisch Geraden
zu. Der Schnittpunkt dieser Geraden ist die sogenannte Knickfrequenz. Diese wird
durch @ =1/7 bestimmt.

e Die fallende Asymptote hat eine Steigung von -20 dB/Dekade

e Bei der Knickfrequenz betragt die Abweichung von den Asymptoten -3 dB. Der
Phasenwinkel ist dort -45°.

e Die Abweichung des Amplitudengangs von den Asymptoten ist symmetrisch zur
Knickfrequenz

e Der Phasengang ist symmetrisch zur Knickfrequenz

e Auch der Phasengang kann tberschlagig durch Geradenstlicke approximiert werden.

10 Die Darstellung des Frequenzverhaltens mit Logarithmus des Betrags InZ und Winkel @ st gegeniiber

derjenigen mit Betrag und Winkel nicht zuletzt aufgrund tiefliegender mathematischer Zusammenhéange
uberlegen, die hier nur angedeutet werden sollen: Die Funktionentheorie zeigt, dass Real- und Imaginérteil
sogenannter analytischer Funktionen, wie die Impedanz oder Admittanz eine ist, nicht voneinander unabhéngig
sind, sondern bestimmten GesetzméaRigkeiten gehorchen. Dies gilt auch fiir den Logarithmus der Impedanz (bzw.
der Admittanz), deren Realteil der Logarithmus des Betrags (also des Scheinwiderstands) und deren Imagindrteil
der Phasenwinkel ist NZ =InZ + jo.
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e Die Fehler dieser Approximationen sind weiter unten dargestellt. Sie betragen in der
Amplitude max. 3 dB, in der Phase max. 6°.

e Die logarithmische Frequenzskalierung erlaubt auRerdem einen Uberblick tber einen
grofRen Frequenzbereich als bei linearer Achse.

Z indB
Y
(=]

-90°
10°

1

10

Bild 10-5: Bodediagramm der bezogenen Impedanz der RC-Parallelschaltung,
exakter Frequenzgang und Approximation durch Geradenstiicke
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AZ indB

ALZ

10° : . Do

10° 10" 10°
T

Bild 10-6: Fehler der Approximation durch Geradenstiicke nach Amplitude und Winkel

Geht man vom Bodediagramm der Impedanz zu dem der Admittanz tber, wird ein weiterer

Vorteil der logarithmischen Darstellung ersichtlich. Bei der Bildung des Kehrwerts werden
sowohl Amplitude als auch die Phase einfach gespiegelt:

Y = = dB(Y)=-dB(Z), Y =-/Z

INY =

(10.7)

Das Bodediagramm kann nun sofort aus dem der Impedanz abgeleitet werden:
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002 . "111 . . Lol
10° 10° 10
0T
Bild 10-7: Bodediagramm der bezogenen Admittanz der RC-Parallelschaltung,
exakter Frequenzgang und Approximation durch Geradenstiicke

10.2 RL-Reihenschaltung
R L
_:_f'WY\_

Bild 10-8: RL-Reihenschaltung

Z=R+ joL=R(+ jor) (10.8)
1
YT RAT o) (109)
r :% (10.10)
Z=%=1+ja)r (10.11)
(10.12)

Die RL-Reihenschaltung zeigt also eine &hnliche Charakteristik wie die RC-Parallelschaltung,

nur dass die Rollen von Impedanz und Admittanz vertauscht sind.
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10.3 RL-Parallelschaltung

R I L
Bild 10-9: RL-Parallelschaltung

1 1l+jor

v=1, 10.13
- R joL R jor (10.13)
jor
Z=R——
I+ jor (10.14)
— (10.15)
- .
~ 1+ jor
Y=RY =—— (10.16)
jot
= Z jor
Z::_
- R l+tjor (10.17)

Die Ortskurven der Impedanz und Admittanz sind eine Geraden bzw. ein Kreise, was man
ahnlich wie in Abschnitt 10.1 schnell nachgewiesen werden kann.

1
Im 4 E
—45° _ >
= Re
1 a)f:].
R
y\ |
ico—)O

Bild 10-10: Admittanzortskurve der RL-Parallelschaltung
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R/2 R
tan*(1/ wr) Re

Bild 10-11: Impedanzortskurve der RL-Parallelschaltung

10.4 RC-Reihenschaltung
R C

—————

Bild 10-12: RC-Reihenschaltung

;:R+_1 :R1+_ja)z'
jaC Jjot
.

- R1l+ jor
7=RC
'Z"zé_l-ijja)f
- R Jot
Y =RY = 3¢7
- 7 1l+jor

(10.18)

(10.19)
(10.20)

(10.21)

(10.22)

Die normierte Impedanz und Admittanz gleichen denen der RL-Parallelschaltung, nur das

wiederum die Rollen von Impedanz und Admittanz vertauscht sind.
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10.5 RLC-Parallelschwingkreis

Py
-
O
i

Bild 10-13: RLC-Parallelschaltung

Bestimmung der Admittanz:

1 1 .a)cziwg+21:da)a)o—a)2: 1+2jdw/ wy— o | of

Y=—+—+ Y,
- R joL . Z joay 0 jo! o (10.23)
Verwendete Abkirzungen (vgl. Abschnitt 8.2)
W, = 1 (10.24)
0 \/E .
L 1 C
Zo=.=, Yo=——=,— 10.25
0 \/g "z, VL (10.25)
g-1% _1 |L (10.26)
2 R 2R\C
ZweckmaRigerweise bezieht man die Frequenz auf die Kennkreisfrequenz,
a
==
. (10.27)

Diese normierte Frequenz 2 wird auch als Verstimmung bezeichnet. Die Admittanz erhalt
damit die folgende Gestalt:

o 2
Y =Y, 1+2]d_.(2 0 (10.28)
12
Fir die Impedanz ergibt sich
1 jQ2
L==7 10.29
Y %142jdo- 02 (10.29)
die normierte Impedanz ist
= Z j Q2
LZ=— ) (10.30)

Zy 1+2jdQ— 02
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Die Ortskurve der Admittanz ist eine zur imagindren Achse parallele Gerade, anders als in
Bild 10-10 eine vollstandige Gerade. Auch ist die Frequenz-Bezifferung der Ortskurve hier
eine andere.

Die Ortskurve der Impedanz ist demnach wieder ein Kreis, und zwar hier ein Vollkreis. Dies
kann man aber hier noch einmal separat nachweisen:

j2
% 1+2jd -2
_ZO i+ JQ 2_i
4d 14+2jdR-0° 4d
_i+4dj.(2—(1+2jd.(2—_02)
4d adt+2jd-2?)

(10.31)

1 1-2jde-0°

4d 4dfi+2jde-0?)

_Zy|, 1-2jd@-0% | R|, 1-2jdQ-0°
4d 1+2jdQ - 2?

1+2jdR-0?| 2

Der Betrag des 2. Summanden in der Klammer ist gleich 1. Die Ortskurve ist also ein Kreis
mit Mittelpunkt auf der reellen Achse bei R/2 und einem Radius von R/2. Der maximale
Scheinwiderstand wird gerade in dem Punkt erreicht, in welchem die Ortskurve die reelle
Achse schneidet, also Z rein reell ist. Dies ist bei

02=1 bzw. w=ay (10.32)
mit
Zimax = Max |Z| =R (10.33)
w

der Fall. Bei der Frequenz 2 =1 macht sich also nur der Widerstand R in der Impedanz
bemerkbar. Die Erklarung hierfir ist, dass sich bei dieser Frequenz die komplexen Leitwerte
von Spule und Kondensator genau kompensieren.
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Q

I

o
)

zl AN)
Il

H

IN

Bild 10-14: Impedanzortskurve des RLC-Parallelschwingkreises

Das Verhaltnis von maximaler Impedanz und Kennimpedanz wird als Giite

— Zmax — R
Q, = 2 (10.34)

bezeichnet. Die Gite gibt also die Resonanziberhéhung an. AuRerdem I&sst sich
naherungsweise das Verhalten der Impedanz fur kleine und grof3e Frequenzen untersuchen.
Die Ergebnisse sind der folgenden Tabelle dargestellt.

Z ¢:LZ
02<<1 ~ 0 ~ +90°
=1 =Qp =0°
Q2>>1 1 90°

>> R — ~ —
Q0

Diese Charakteristika spiegeln sich unmittelbar im Bodediagramm wieder. Die
asymptotischen Naherungskurven stellen sich im Amplitudengang als Geraden mit
Steigungen von +20 dB/Dekade bzw. -20 dB/Dekade dar.

Ganz allgemein stellen sich Amplitudengénge der Form

A=AQ" (10.35)
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(mit positiven oder negativen ganzzahligen Exponenten n), welche haufig als Asymptoten
komplizierter Amplitudengange auftreten, in doppelt-logarithmischen Achsen als Geraden
dar:

dB(A) =20n IgQ +db(A,) (10.36)

Diese Geraden haben die Steigung

dB(A) - dB(A,)
lgQ

=20n (10.37)

was liblicherweise als ,,n - 20 dB pro Dekade “ bezeichnet wird.

Je groRer die Gute, also je kleiner die Dampfung, desto schneller dreht die Phase beim
Durchgang durch die Resonanzstelle €2 =1. Wir untersuchen dazu die Winkelanderung:

~ i A2 o
¢:Z;=Z JQ 5 =—41+2]dg {2 :_Z(_i_{_Zd_}_ij:_arctan 0 (1038)
1+2jd2 -0 102 12 2d

d_(D:—i(l_l_ 1 j 1
do 2d 0? 1 2
“"a
o (10.39)

de 1
g0 2=D="41="2Q

Da die Frequenzachse logarithmisch skaliert ist, interessiert dementsprechend die Steigung in
der logarithmischen Darstellung. Diese berechnet sich aus dem vorangegangenen Ergebnis
wie folgt:

do _ de —1n10 de :lnlod—(p:QInlOd—(p
d(Ig Q) d(ln Qj d(In2) LES da
In10 Q (10.40)
do (Q:]_):_w
d (Ig 2) d

Legt man an den Phasengang im Punkt € =1 eine Tangente mit der berechneten Steigung,
schneidet diese die waagerechten +90°-Linien (also +z/2) in der logarithmischen
Skalierung an den Stellen

g2, =7 d~F0,7d bzw. 2 ,~107%7¢ (10.41)

2In10
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Fir das Beispiel d =0,1 schneidet die Tangente die -90°-Achse also bei (2, ~10%79 ~1175,
vgl. Bild 10-15. Mit Hilfe dieser Tangente lasst sich der Phasengang bereits recht genau
skizzieren.

20 ot ot R
m Op e L U N
° -
£ o )
2 - :
Nog o nig o ETERRS SRR SN -
_40 - |l ]lio N |l ,
10 10 10 10 10
90° T
N 5
N :
90° _ Do 1 ...io .il 2
10 10 10 10 10

Q
Bild 10-15: Bodediagramm der Impedanz des RLC-Parallelschwingkreises hier fur d = 0,1
bzw. Q, =5, dargestellt sind im Amplitudengang die beiden Asymptoten mit + 20dB/Dek. ,

im Phasengang die Tangente im Punkt 2 =1
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90°

00

LZ

-90°

10° 10 10°

Q

Bild 10-16: Bodediagramm der Impedanz des RLC-Parallelschwingkreises
mit d als Parameter

90°

00

LY

00° - : . = - — ..io
10 10 10 10 10

Q

Bild 10-17: Bodediagramm der Admittanz des RLC-Parallelschwingkreises
mit d als Parameter
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Die Bandbreite ist derjenige Frequenzbereich, in welchem das Verhdltnis wvon
Scheinwiderstand Z zum maximalen Scheinwiderstand Z,., groRer als 1/+/2 ist. In

Dezibeln entspricht dies einem maximal erlaubten Abfall um 3 dB. Bei der Bestimmung
dieser Frequenzgrenzen arbeitet man vorteilhafterweise mit dem Betragsquadrat, um die sonst
auftretenden Quadratwurzeln zu vermeiden:

Z Z Z 2jde
Zox 20 Zmax 1+2jd02 -2 (1042
z% 4d20? 1
Zhax (- 22f + 44202 2 (1043)
4d202° = %[(1—92)2 +4d 292}
(1—92)2 = 4d%0Q?
- 2% =2d/0) (10.44)
Fallunterscheidung: Annahme 2 >1:
02%2-2dQ-1=0 (10.45)
Positive Losung liefert obere Grenzfrequenz (negative Losung bleibt auRer Acht):
Qpp =d +/d% +1 (10.46)
Annahme 0< Q2 <1:
2% +2d02-1=0 (10.47)
Die positive Lésung liefert diesmal untere Grenzfrequenz:
Qgy=—d +4d2+1 (10.48)
Normierte Bandbreite:
AQdg =0y — L2z =2d = Qip (10.49)
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bzw.

Awg =2 (10.50)
Qp

Die Bandbreite ist umgekehrt proportional zur Glte. Anders ausgedruckt: Das Produkt aus
normierter Bandbreite und Gute ist stets gleich 1:

Qpag =1 (10.51)
Man beachte, dass auf3erdem gilt
02512, =1 (10.52)

Diese Eigenschaft driickt aus, dass die beiden Frequenzgrenzen auf der logarithmischen
Frequenzachse genau symmetrisch um (2 =1 angeordnet sind.

max

Bild 10-18: Zur Definition der Bandbreite

10.6 RLC-Reihenschwingkreis

_:'_rmr\_"_

Bild 10-19:

; oY
- £ 120 (10.53)
Zy jQ2
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y_Y__ i@ 10.54
T Yy 1+2jdR-0? (10.54)

Die Impedanz und Admittanz erhalten wieder die gleiche Form wie beim RLC-
Parallelschwingkreis, nur das abermals die Rollen vertauscht sind. Daher konnen die
Ergebnisse aus dem vorangegangenen Abschnitt direkt Gibertragen werden.

Fir die Gite des Reihenschwingkreises gilt entsprechend

o - Ymx _ L _UR
S

Y, 2d = T (10.55)
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11 Ubertragungsfunktionen

Bislang wurden bei Impedanzen und Admittanzen die komplexen Zeiger von Strom und
Spannung an denselben Klemmen eines Netzwerks ins Verhaltnis gesetzt. Ganz allgemein
kann man auch den Quotient beliebiger komplexer Zeiger in einem Netzwerk bilden. Ein
solcher Quotient wird Ubertragungsfunktion genannt, z.B.:

U

H= —le (11.1)
1,

ﬂ=m- (11.2)

Setzt man zwei Spannungen bzw. zwei Strome ins Verhéltnis, spricht man von einer
frequenzabhangigen Spannungsverstarkung bzw. Stromverstarkung:

U
H==2
LT} (11.3)
I,
H=== (11.4)
I
Beispiel: Ubertragungsverhalten eines RLC-Reihenschwingkreises
| L C R
vl (D U, U Ug
Bild 11-1: RLC-Reihenschaltung
Impedanz:
. 2
;:1+ ja)F\’.C o°LC (115)

JaC
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bzw.
Y
£:1+21d..(2 Q (11.6)
Zy 102
Admittanz:
Y 12
o= (11.7)

Im Folgenden sollen die frequenzabhéangigen Verhaltnisse der Teilspannungen U, , U, Uy
zur Gesamtspannung U untersucht werden.

U, 2z, joL .Y —?
H ==L-ftL_J%_inL_ _ 5 (11.8)
u z 2z Yo 1+2jdR-0
1
ho_Yc_Zc_jeC_ 1Y _ 1 (11.9)
ST Uz Z Y, 1+2jdo-@?
U, Z 1Y 2jde
Hy==R==R_-Ry=—== _J 5 (11.10)
U Z Q Yy, 1+2jdR-0

Das Resonanzmaximum von Hy =|Hg| liegt wie das der Admittanz bei 25 =1 mit
Hrmax =1

Die Maxima von H und Hc liegen aber bei anderen Frequenzen. Die Frequenz des
Maximums von Hc wird durch Nullstellensuche der 1. Ableitung bestimmt. Einfacher ist es

aber, das Maximum von H&, noch einfacher, das Minimum von 1/HZ zu suchen, wobei

man nochmals Rechenarbeit sparen kann, indem man nicht nach (2, sondern nach 02
differenziert:

%:(1_92)2 +4d%02? (11.11)
HC
2
w=—2(1—.02)+ 4d? =0 (11.12)
d(£2%)
0?=1-2d? (11.13)

Qe =~1-2d? (11.14)
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Die Stelle des Maximums von H bestimmt man auf ahnlich konzentriertem Rechenweg?*:

27\2 212 2
L _ (- 2) A0 :[ 12—) +ad? L (11.15)
H2 Q Q Q
2
Mzz(%—ljwdzzo (11.16)
duo?) o
1

Q =— 11.17
V1-2d? ( )

Demnach gilt
2:0 =1 (11.18)

Das bedeutet, dass diese beiden Resonanzstellen sich auf der logarithmischen Frequenzachse
symmetrisch um 2 =1 anordnen. Die Ergebnisse bedeuten aber, dass es reelle Losungen nur
gibt, wenn die Dampfung klein genug ist, genauer:

d2<l bzw. d<\/I bzw. Qs>\/I
2 2 2

Ist die Dd&mpfung grolRer bzw. die Gilite kleiner, préagt sich keine Resonanziberhdhung mehr
aus. Die Maxima von H und Hc gewinnt man durch Einsetzen. Beide resultieren zu

1 Qs

Hemax = Himax = =
T 2i1-g? \/1_ 1 (11.19)
(2Qs)°

Fr groRe Gute bzw. kleine Dampfung wird dies sehr gut durch
Hcmax =Himax Qs (11.20)
genéhert. Flr die Frequenz Q =1 gilt sogar exakt (vgl. Frequenzkennlinien)
H (Q=1)=jQs (11.21)
und

He(Q=1)=-]jQ (11.22)

11 Selbstverstandlich gelangt man auch ohne solche rechensparende Substitutionen auf dem konventionellen Weg
der Kurvendiskussion zum selben Ergebnis, hat dann aber einige Zeilen mehr zu schreiben.
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20

Betragsgang fiir Giite O = 10

Amplitude (dB)

normierte Kreisfrequenz Q

Phasengang
T — T
/2 :
g ZH,
o 0 3
E S
|- ] ZH,
ZH,
0,1 1 10
normierte Kreisfrequenz Q
Bild 11-2: Spannungsverstarkungen beim RLC-Reihenschwingkreis, fir Gilte Q = 10
Betragsgang fiir Giite 0 =2
20 g .
g o
<
E Pl
g aE
B 20 anm
Bl HgindB
-40 i i
0,1 Q.1Q, 10
normierte Kreisfrequenz Q
Phasengang
T T T T N
w2 —
] yra
g 0 —
_g . . . .
£ o
0,1 1 10

normierte Kreisfrequenz Q

Bild 11-3: Spannungsverstarkungen beim RLC-Reihenschwingkreis, fiir Glte Q = 2
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Betragsgang flir Glite 0 = 0.5

20

Amplitude (dB)

_40 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0,1 1 10
normierte Kreisfrequenz Q
Phasengang
n T
w2
9
S
o 0 : ;
E ; ;
Ay ‘ ZER
~m/2 —
ZH,
. ; ; ; N S ; ; ; PR
0,1 1 10
normierte Kreisfrequenz Q

Bild 11-4: Spannungsverstarkungen beim RLC-Reihenschwingkreis, fir Glte Q = 0,5
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12 Leistung bei sinusférmigen Vorgéangen

12.1 Momentan-, Wirk-, Blind- und Scheinleistung

Es werde ein Verbraucherzéhlpfeilsystem angenommen:

u)=uU \/Ecos(cot +¢,) (12.1)

i(t) = 1v/2 cos(at + ¢,) (12.2)
Anwendung der trigonometrischen Additionstheoreme:

p(t) =u(®)i(t)
= 2 Ul cos(wt + @, ) cos(et + ¢; )
=Ul [COS(% — @; )+ COS(Za)t +o, + ¢ )]
—Ul[cos g +cos(2at + ¢, + ¢, )]

(12.3)

Die Momentanleistung besteht aus einem zeitlich konstanten Term und einem mit der
doppelten Frequenz oszillierenden Term. Weitere Umformung liefert:

p(t) =UI[cos ¢ + cos g cos 2(«wt + ¢, )+ sin @sin 2(wt + @, )]

12.4
=UI cos p[L+cos2(wt + ¢, )]+ Ul sin psin 2(wt + ¢, ) (12.4)
Alternative Rechnung mit komplexen Zeigern:
u(t) =2 Re(gej“")z %[L_Jewt + Q*efj“’t] (12.5)
i(t) =2 Re(l_ej“’t): g[lej”t + I_*e""‘"] (12.6)

p(t) = u(t)i(t)
= et pueietfleiet 4 e

1 * * 2jat * 2ot
_E[L—Jl +U 1+Ule”™ +U le ] (12.7)

= Re(gl*)+ Re(ulez"“")
=Ul Re(ej(¢U‘<”i))+Ul Re(ej(z“’”“’““”‘))
=Ul cos ¢ +UI cos(2at + ¢, + ¢;)
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Hieran erkennt man, dass die Momentanleistung aus zwei Anteilen besteht:

e Einem Gleichanteil der GroRe Ul cos¢ .

e Einem mit der doppelten Frequenz oszillierenden Term mit der Amplitude Ul .

Es soll aber noch eine andere Darstellung erarbeitet werden:
=Ul Re(ej‘/’)+U| Re(ej(2“‘+2¢u‘<"))
=Ul Re(ej“’)+UI Re(e‘j‘/’ej(z“’”z‘/’“)) (12.8)

=Ul cosg +Ul cosgcos2(at + ¢, )+ Ul singsin 2(at + ¢,
=Ul cosp(1+ cos2(at + ¢, ))+Ul singsin 2(at + ¢, )

In dieser Darstellung identifizieren wir drei Terme:

e Wiederum den Gleichanteil der GréRRe Ul cos ¢ .

e Einen mit der doppelten Frequenz oszillierenden Term, welchen wir in dieser
Phasenlage auch bei einem ohmschen Widerstand erwarten wirden. Die Amplitude
dieser Schwingung ist genau so gro wie der Gleichanteil Ul cos¢ . Auch diese

Eigenschaft entsprache der Leistung an einem ohmschen Widerstand.

e Einen weiteren mit der doppelten Frequenz oszillierenden Term, allerdings mit einer
gegenuber dem vorangegangenen Term um 90° voreilenden Phasenlage und einer
Amplitude von Ul sing .

Die mittlere Leistung einer Periode heilst Wirkleistung. Das ist auch der Gleichanteil der
Momentanleistung:

P=p=Ulcosp=RelUl’) (12.9)

Die Wirkleistung P ist aber gleichzeitig die Amplitude des ozillierenden Leistungsanteils,
welcher in Phase mit der Leistungspendelung an einem ohmschen Widerstand ist. Der Term

A =Cos@ (12.10)
heillt Leistungsfaktor oder Wirkfaktor.

Als Blindleistung wird die Amplitude der Leistungsschwingung mit der um 90° verschobenen
Phase bezeichnet:

Q=Ulsing=Imu1’) (12.11)
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Die Scheinleistung wird einfach als Produkt der Effektivwerte von Strom und Spannung
definiert:

S =Ul (12.12)
Unter Verwendung der Wirk- und Blindleistung l&sst sich die Momentanleistung schreiben als

p(t) = P(1+ cos 2(at + ¢, )+ Qsin 2(at + ¢, ) (12.13)

Aus der ersten obigen Darstellung der Momentanleistung sehen wir, dass die Scheinleistung
S die Schwingungsamplitude des gesamten oszillierenden Anteils ist:

p(t) =UI cos @ +Ul cos(2at + @, + ¢, )= P +Scos(2at + ¢, +¢,) (12.14)
A
l’j T -
£ i(t) u(t)
at
Q
4—
4 p®
P+S
P
0 | >
P-S [ wt

Bild 12-1: Momentwerte von Spannung, Strom und Leistung

Wirk-, Blind-, Scheinleistung und der Phasenwinkel hangen also wie folgt zusammen:

P=Scosg (12.15)
Q=3Ssing (12.16)
bzw.

$2=p?+Q? (12.17)
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Letzteres lasst sich geometrisch interpretieren.

P

Bild 12-2:Geometrische Interpretation der Beziehung zwischen Wirk-, Blind-, Scheinleistung
und dem Phasenwinkel:

Wirk- und Blindleistung lassen sich zu einem komplexen Leistungszeiger
S=Ul =P+ jQ=5¢” (12.18)
zusammenfassen. Damit erhalten wir eine weitere Interpretation der Momentanleistung p(t)

als Realteil eines mit der doppelten Frequenz um den Mittelpunkt S rotierenden Zeigers der
Lange S:

o(t) = Re@Jr Sej(zm%m)): Re@ N §ejZ(a)t+(pi)) (12.19)
Im 4

\

Se j (2(ut+(/7u;rz/), )

|

»
»

P-s| P p P+S Re

Bild 12-3: Interpretation der Momentanleistung als Realteil eines rotierenden komplexen

Zeigers
Begriffe (fur Verbraucherzahlrichtung):
P>0 verbrauchend, dissipierend oder motorisch
P<0 erzeugend oder generatorisch

Q>0 induktiv
Q<0 kapazitiv
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Mafleinheiten

[P]=1W =1VA

[Q]=1VA
[S]=1VA

Bei Blind- und Scheinleistungen wird die Einheit 1 VA, obwohl es formal korrekt ware,
tiblicherweise nicht als 1 W geschrieben??.

Im Generatorzahlpfeilsystem kehren sich die VVorzeichen bzw. die Bedeutungen um:

P>0
P<0

Q>0
Q<0

erzeugend oder generatorisch, liefert Wirkleistung
verbrauchend, dissipierend oder motorisch
liefert Blindleistung, zeigt also kapazitives Verhalten

benotigt Blindleistung, zeigt also induktives Verhalten

Darstellungen mit Admittanzen und Reaktanzen

Mit

bzw.

U=Z1=(R+jX)I (12.20)

I=YU =(G+jBU (12.21)

folgen die Darstellungen (vgl. Abschnitt 9.4)

P Q S
RI? X12 ZI?
GU?2 —BU? Yu?

12 Fiir die Blindleistung ist die Einheit ,,1 var* zwar weit verbreitet (r fUr reactive, also fir die Blindkompo-
nente), und sogar nach DIN 1301, Teil 1 zuldssig, doch besteht weder Grund noch Notwendigkeit, fir die
Blindleistung eine gesonderte Einheit einzufiihren, da 1 VA als Einheit vollig ausreicht. Die Einheit ,,var ist im
System der internationalen Einheiten nicht vorgesehen. Beispiele anderer, leider immer wieder ins Kraut
schieRender unzuldssiger Schreibweisen: Actr, Vs, Wer, U/min usw. Korrekt: Der Effektivwert des Strom ist

I=5 A, die Spannungsschwankung betragt Us=0,5 V, die elektrische Leistung ist Pe=1,5 MW, die Drehzahl (das
ist die Zahl der Umdrehungen pro Zeiteinheit) betragt n=1000/min.
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Bedeutung der Blind- und Scheinleistung

Elektrotechnische Komponenten und Systeme werden hdufig nach den Effektivwerten des zu
fuhrenden Stroms | und der Spannung U bemessen und ausgelegt (einfachstes Beispiel:
Kabel). Das Produkt beider Grof3en ist die Scheinleistung. Die Scheinleistung ist also ein Mal}
fur die Bemessung, damit meist auch fir die Kosten. Bei Systemen der Energietibertragung
und -wandlung mdchte man hdufig bei gegebener Scheinleistung moéglichst viel Wirkleistung
umzusetzen, also einen Leistungsfaktor cos ¢ madglichst nahe 1 erreichen.

Der normale Haushaltsstromzahler misst nur die Wirkleistung, die Blindleistung bleibt aul3er
Acht. Die Energieversorgungsunternechmen (EVU) stellen jedoch bei groen Strom-

verbrauchern auch die bereitgestellte Blindleistung in Rechnung bzw. setzen Grenzwerte fr
den zulassigen Leistungsfaktor des Verbrauchers.

12.2 Leistung und Energie

Nach obigen Abschnitt gilt
p(t) = P(1+ cos 2(awt + ¢, )+ Qsin 2(wt + ¢, ) (12.13)
Nach Abschnitt 5 gilt auch die Energiebilanz:
p(t) = p;(t) + vu(t) (12.22)

Aus einer Mittelwertbildung Uber eine Periode folgt, dass die zugefiihrte Wirkleistung im
zeitlichen Mittel die im Innern des Zweipols verbrauchte (dissipierte) Leistung sein muss,

P=pt)=p +W=p; (12.23)
denn fir periodische Vorgange muss gelten
Ww=0 (12.24)

Eine einfache Zuordnung der mit Kosinus und Sinus oszillierenden Terme in der
Momentanleistung zu den Termen p;(t) und W(t) gelingt im Allgemeinen jedoch nicht. Es
gelingt im Allgemeinen auch nicht, allein durch Betrachtung von Wirk- und Blindleistung
ohne Kenntnis der inneren Struktur des Zweipols eine Aussage (ber die mittlere gespeicherte
Energie zu gewinnen.
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Fir Kondensatoren und Spulen kdnnen wir aber durch Kenntnis der inneren Zusammenhéange
als mittlere gespeicherte Energien angeben:

— 1. 1., 1 S Q
W. =W, ==-Cu(t)==CU%=—Ul =2 =< 12.25
c-7C T ® 2 20 20 2w ( )
— 1 5 1., 1 S 0
W, =w, ==Li%(t)==LI?=—Ul == =< 12.26
LT ®) 2 20 20 2w ( )

Fir die Scheitelwerte der gespeicherten Energien gilt:

W, = 2W, =% (12.28)
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12.3 Wirk- und Blindstrom

Wirkstrom:

I, =1cosg (12.29)
Blindstrom:

I, =1Ising (12.30)

Damit lassen sich Wirk- und Blindleistung schreiben als

P=UI, (12.31)
Q=Ul, (12.32)
Im a U
Ib
IW
1
Re

Bild 12-4: Wirk- und Blindstrom im Zeigerdiagramm

In Parallelschaltungen addieren sich die Wirk- und Blindstrome der einzelnen Zweipole:

ly = Zkl Lk (12.33)

Iy = Zkl bk (12.34)
Ebenso gilt:

P= ; P (12.35)

Q= Zk:Qk (12.36)
auch

5= Zkﬁk (12.37)

Solches gilt aber nicht fur die Summe der Scheinleistungen Zsk !
k
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12.4 Wirk- und Blindspannung
Wirkspannung:
U, =Ucose (12.38)
Blindspannung:
U, =Using (12.39)
Damit lassen sich Wirk- und Blindleistung schreiben als
P=U,I (12.40)
Q=U,l (12.41)

Bild 12-5: Wirk- und Blindspannung im Zeigerdiagramm

In Reihenschaltungen addieren sich die Wirk- und Blindspannungen der einzelnen Zweipole:

Uy, =Zklka
U, =ijubk
Ebenso gilt:
P=>P
Q-0
5-3s,
K

(12.42)

(12.43)

(12.35)
(12.36)

(12.37)
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12.5 Wirk- und Blindleistungsbilanz sowie Gesamtenergie in Netzwerken

Aus den Abschnitten 12.3 und 12.4 folgt, dass sich Wirk- und Blindleistung tber die
Elemente eines Netzwerks bilanzieren:

P = Zkl P (12.35)

Q= Zk:Qk (12.36)
sowie fiir die komplexen Leistungszeiger
S= ;§k (12.37)

Ahnliches gilt nicht fur die Summe der Scheinleistungen Zsk, ebenso nicht fir die
k

Phasenwinkel.

Aus der Bilanz der Blindleistungen ergibt sich, dass Elemente mit positiver und negativer
Blindleistung sich gegenseitig kompensieren kénnen. Dies ist der wesentliche Gedanke bei
der Blindleistungskompensation, bei der die (hdufig induktive) Blindleistung eines
Verbrauchers durch einen Blindleistungskompensator mit entgegengesetzter (meist
kapazitiver) Blindleistung kompensiert wird.

Wird ein Netzwerk aus elementaren R, L, C-Elementen aufgebaut, lasst sich fur die mittlere
im gesamten Netzwerk gespeicherte Energie nach Abschnitt 12.2 finden:

1
W= Zk:Wk = gﬁkllel (12.44)

Aufgrund der Betragsbildung in der Summe lasst sich die Gesamtenergie im Allgemeinen
nicht aus der Gesamtblindleistung bestimmen.
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12.6 Tabelle fur Schein-, Wirk- und Blindleistungen

@ S P Q
R u? u?
— 0 RIZ=—"_ RIZ="_ 0
R R
L T
Y +E oLl 2 0 ol 2
C
— ) wCU 2 0 —wCU 2
R L
e +arctan%|' VR? + 0?L? 12 RI 2 wll?
—é—l?— _arctan—— R4t |2 2 I’
RC | " T oc? RI T
2 2
R I L +arctan—- /i+ 1 U?2 u- u-
ol R?  w?L? R ol
1 22 12 u? 2
= —arctan wRC ¥+a) c°u Y —wCU
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13 Reale Bauelemente (L, C, R)

13.1 Normreihen

Standardisierte Bauelemente werden flr bestimmte Normwerte bereitgehalten. Die Werte
ergeben sich durch logarithmische Teilung einer Dekade und Rundung auf méglichst glatte

Werte. Es gibt die Normreihen E3, E6, E12, E24:

E3 E6 E12 E24 logarithmische
Teilung
1,0 1,0 1,0 1,0 1,0000
11 1,1007
1.2 1,2 1,2115
13 1,3335
1,5 15 15 1,4678
1,6 1,6156
1,8 1,8 1,7783
2,0 1,9573
2,2 2,2 2,2 2,2 2,1544
2,4 2,3714
2,7 2,7 2,6102
3,0 2,8730
3,3 3,3 3,3 3,1623
3,6 3,4807
3,9 3,9 3,8312
4,3 4,2170
4,7 4,7 4,7 4,7 4,6416
51 5,1090
5,6 5,6 5,6234
6,2 6,1897
6,8 6,8 6,8 6,8129
7,5 7,4989
8,2 8,2 8,2540
9,1 9,0852
10 10 10 10 10,0000

13.2 Kennwerte

Idealisierte Bauelemente werden allein durch den Wert ihres Widerstands, der Induktivitét
oder der Kapazitat bestimmt. Reale Bauelemente werden darlber hinaus durch eine Zahl

weiterer Spezifikationen beschreiben.

Grundsatzlich lassen sich die angegebenen Daten in zwei Kategorien einteilen:

= Betriebskennwerte, die das Verhalten im normalen Betrieb charakterisieren

= Grenzwerte, die keinesfalls verletzt werden durfen

Je nach Bauelement und Einsatzbereich sind dies z.B.:
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Betriebskennwerte:

Kennwert des Widerstands, der Induktivitat der Kapazitat

Toleranzen der Kennwerte

typische Verlustleistung

Angaben (ber parasitire Effekte (z. B. Innenwiderstand und Kapazitét bei Spulen)
Grenzfrequenz

Temperaturkoeffizient

Angaben (iber Abweichungen von der Linearitét

geometrische Abmalie

Schutzklasse

USW.

Grenzwerte:

maximale Spannung

maximaler Strom

maximale Anderungsrate von Strom oder Spannung (Strom- oder Spannungssteilheit)
maximale Spitzen-Verlustleistung

maximale Dauerleistung

zulassiger Bereich der Betriebstemperatur

zulassiger Bereich der Luftfeuchtigkeit

zulassige Umgebungsbedingungen (z.B. explosive Gase)

zulassige Bereiche der Temperatur und Luftfeuchtigkeit fur Transport, Lagerung und
Montage (Lottemperatur)

mechanische Beanspruchbarkeit

Lebensdauer, Zahl der Temperaturzyklen

USW.
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13.3 Bauformen

13.3.1 Widerstande

SMD-Widerstand

& 0,125 W bis 70 °C
SMD-Leistungs-Widerstand 1 W,
.2 - zuldssige Betriebsspannung 300 V bis 155 °C
Drahtwiderstande 4 W Toleranz £5%. Nicht
fo10 B A gewickelt, sehr geringe Induktivitat

L

Drahtwiderstande 50Q/25 W

Drahtwiderstande 10Q2/100 W Toleranz 5%.

Drahtwiderstande 300 W.

Bremswiderstande fiir Schaltschranke,
1,0-50 kW
z. B. fur Antriebe mit Frequenzumrichtern.
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13.3.2 Kondensatoren

Widerstandsspannungsteiler fiir
Hochspannungs-Messung
ca. 500kV

Keramischer Kondensator,

unipolar,

Hohe Resonanzfrequenz bis 10MHz.
Spannung 50 V

SMD Keramischer Kondensator,
unipolar,
Nennspannung 50V

Tantal-Kondensator mit radialen
Anschlissen, Polaritatskennzeichnung (+),
kleiner Verlustfaktor.

SMD Tantal-Kondensator bis 35V.
Frequenzbereich bis 1IMHz

Elektrolytkondensator,

Low-ESR besonders im Frequenzbereich
10kHz — 1MHz,

Temperaturbereich: -55 bis +105 °C.
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SMD Elektrolytkondensator bis 50V,
Polaritatskennzeichnung (-) ,
Temperaturbereich: -40 bis +85 °C

Folienkondensator,
Temperaturbereich -55 bis +100 °C.

Hochspannungskondensator,
Einsatz fur Schaltnetzteile,
Kapazitatstoleranz £20% -

Temperaturbereich < 250 V: -40 bis +105 °C,

<400 V: -25 bis +105 °C.

—
EPcos LL
B43456-A5228-M
2200uF (M)

450 V- 25/085/56
04.01 v

Schraubenkondensator,

fir hochprofessionelle
Stromversorgungsgeréte,

hohe Strombelastbarkeit,
spannungslose Lagerung bis 10 Jahre
moglich.
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13.3.3 Drosseln

SMD Drossel

10 bis 1000 mH
Frequenzbereich bis 20MHz
Nennstrom 400 to 3500 mA

Entstordrosseln,
z. B. flir Thyristor- und Triac-Schaltungen

W TLLLEE

Luftspule

Entstordrossel mit Ferrit-Ringkern

Drossel mit El-Ferritkern
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13.4 Reales Verhalten

Modellierung des realen Verhaltens durch Ersatzschaltbilder mit idealen Elementen.

Die Wahl des passenden Ersatzschaltbildes (also des Modells) ist abhéngig von der
Problemstellung und der notwendigen Detaillierungstiefe. Die Entscheidung fir ein Modell

erfolgt aufgrund:

e Modell-Verifikation durch Messung unter Problem-typischen Bedingungen

e durch Vergleich verschiedener Modellierungsansétze (wenn Messungen nicht moglich
sind)

e Erfahrung

Beispiele flr verschiedene Modelle bzw. Ersatzschaltbilder:

idealer Widerstand mit parasitéarer Induktivitat aullerdem mit parasitarer Kapazitat
(insh. bei gewickelten
Drahtwiderstanden)

Bild 13-1: Ersatzschaltbilder eines realen Widerstands
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Ril Riz
Ri
—— C
T C1 Cz
T ’ T T
idealer Kondensator mit Innenwiderstand Kettenleitermodell mit Entladewiderstand

(sogenanntem ESR:
equivalent series resistor)

Bild 13-2: Ersatzschaltbilder eines realen Kondensators

R;
L
L
ideale Spule mit Innenwiderstand zusétzlich mit
(ESR) parasitarer Kapazitat

Bild 13-3: Ersatzschaltbilder einer realen Spule
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13.5 Verlustwinkel und Verlustfaktor

Als reaktive Bauelemente bezeichnet man Kondensatoren und Spulen, da diese im Idealfall
nur eine Reaktanz, aber keine Resistanz aufweisen. Die Gite realer Bauelemente wird durch
die Abweichung vom idealen Verhalten bewertet. Dazu wird der Verlustwinkel eingefiihrt.
Dieser ist die Abweichung vom idealen Phasenwinkel von 90° bei induktiven bzw. von -90°
bei kapazitiven Bauelementen:

5=%—|4;|=%—|¢| (13.1)

Der Phasenwinkel ¢ der Impedanz lasst sich uber ihren Real- und Imaginéarteil, also der
Resistanz und Reaktanz bestimmen:

tang = % (13.2)
tan|e| = % (13.3)
Daraus folgt:
tan(f - |(p|j - R (13.4)
2 ]
tanéz%JGEI (13.5)

Der Term tano wird Verlustfaktor genannt. Er wird durch Messung der Reaktanz und
Resistanz bzw. der Suszeptanz und der Konduktanz bestimmt. Typischerweise sind
Verlustwinkel und Verlustfaktor nicht konstant, sondern frequenzabhéngig.

Ri
— C
T C
idealer Kondensator mit Innenwiderstand

(ESR)

Bild 13-4: Beispiel: Kondensator mit Innenwiderstand
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Der aquivalente Serienwiderstand R; eines Kondensators (auch Rggg, engl.: Equivalent

Series Resistor) fasst verschiedene Verluste eines realen Kondensators zusammen:
- Ohmsche Verluste der Zuleitungen
- Dielektrische Verluste durch Umladung des Kondensators
- Isolationsverluste

Impedanz des Ersatzschaltbildes und resultierender Verlustfaktor:

Z=R +jia)C (13.6)
R=R, (13.7)

1
X = = (13.8)
tandziza)RiC (13.9)
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14 Spulen mit Kern

14.1 Ersatzschaltbild des magnetischen Kreises

u
[

——

= ét:s

IL i | AFe

Bild 14-1: Drossel mit Ringkern und Luftspalt

i (t)
_>_ —_— I
o] ) B
Spule mit Kern mit Luftspalt Luftspule

im Kern

Bild 14-2: Schaltzeichen einer Drossel

Magnetischer Fluss:
¢=[b-dA (14.1)
A
Magnetische Spannung:

9:!h~ds (14.2)

b: magnetische Flussdichte
h: magnetische Feldstarke

Annahme stiickweise homogener Felder im k-ten Element des magnetischen Kreises:
d = AD, (14.3)

O = lchy (14.4)
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Annahme eines linearen Materialgesetzes:
by = tncttohy (14.5)
ergibt
O, = R (14.6)

mit dem magnetischen Widerstand oder der magnetischen Reluktanz

6 I
= " A (14.7)
Der Kehrwert des magnetischen Widerstands ist die magnetische Leitfahigkeit
1
R @49
Im einem einfachen magnetischen Kreis gilt (Quellenfreiheit des magnetischen Feldes):
¢ = ¢ = const. (14.9)
Das Induktionsgesetz:
u=Ng=y (14.10)
Wird ein ohmscher Innenwiderstand R; der Spule beriicksichtigt, lautet die Gleichung:
U-Ri=Ng=y (14.11)
Die GrolRie
w =N¢g (14.12)
heillt Verkettungsfluss.
Der Durchflutungssatz:
Zk:@k =Ni (14.13)

Die Quelle der magnetischen Spannung Ni heit Durchflutung.
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Es folgt
N2
y = (14.14)
Rmagn
mit dem gesamten magnetischen Widerstand
Rmagn =R +Rg (14.15)

Hé&ufig kann der Kernwiderstand bei hochpermeablem Material gegeniiber einem Luftspalt
vernachlassigt werden:

Rmagn ~ RL (14.16)
Ug
i —
——
R;
u l 6.
elektrisches Teilsystem magnetisches Teilsystem

Bild 14-3: Ersatzschaltbild einer Drossel mit elektrischen und magnetischem Teilsystem

14.2 Induktivitat und Energie

Vgl. Abschnitte 3.4 und 4.1!

L= % - = N24 (14.17)

magn

Je geringer der magnetische Widerstand, desto groRer die Induktivitat. Ohne Luftspalt wird
bei ansonsten gleich bleibenden Parametern die grofte Induktivitét erreicht:

NZA
L — V/ — Fe:urFeIUO (1418)

I e

Energie (vgl. Abschnitt 3.4):

1,.
W= Li? (14.19)



14 Spulen mit Kern S. 127

Anscheinend steigt die speicherbare Energie mit der Induktivitat. Das ist aber ein Trugschluss
bzw. nur flr die Betrachtung konstanten Stroms richtig. Andere Darstellung der Energie:

1
W=~y = _¢2Rmagn (14-20)

Bei gegebenem magnetischem Material ist die Flussdichte begrenzt und somit auch der Fluss
und Verkettungsfluss begrenzt. Bei einem maximal moglichen Fluss nimmt die speicherbare
Energie also mit steigender Induktivitat ab!

Physikalische Interpretation: Die magnetische Energie wird im Wesentlichen im Luftspalt,
kaum im Eisen gespeichert. Eine Drossel, die Energie speichern soll, muss einen Luftspalt
oder einen &quivalenten magnetischen Widerstand haben. Das hochpermeable Kernmaterial
dient lediglich der Flussfiihrung und Flusskonzentration durch die Wicklung.

Viele weitere sinnvolle Darstellungsformen fur die magnetische Energie:

1
== 7
2¢§kl : (14.21)
1
XL
k
1
:EZAkbklkhk
k
2 k
L j bh dV
2V
Hierbei sind
Vi =Ady (14.22)

die Volumina der Elemente und V das Gesamtvolumen.

Die GroRe
Lo
2

ist die Energiedichte des magnetischen Feldes.
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14.3 Beziehungen zwischen Scheinleistung, Geometrie und Material

Fe

Bild 14-4: Zur Definition von Wicklungsfenster und Kernquerschnitt

A : Querschnittsflache des Kerns
Ay : Flache des Wicklungsfensters

Sinusférmige Speisung:

u(t) =~/2 U cos at (14.23)
U .
w(t) =2 =sinat (14.24)
w
b= YO _ 2V o bt (14.25)
NA-, @ NA
Scheitelwert der Flussdichte:
b= & (14.26)
o N A

Bei einer gegebenen maximalen Flussdichte b, des Kernmaterials folgt die maximale
Spannung

1 ~
U ax = fbmax o N Ag (14.27)
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Fenster (Window) fur Wicklung:

A, = (14.28)

N : Windungszahl
A, : Drahtquerschnitt

ke, : Fullfaktor, typische Werte: 0,25-0,65 (Drahtwicklungen) bis 0,8-0,9 (fur Formspulen)

Maximaler Strom bei gegebener maximaler Stromdichte J,.., (Effektivwert):

Imax = Acud max = W (14.29)
Maximale Scheinleistung:
1 A
Smax = Ymaxlmax = f‘]max Brnax @ Keu AreAw (14.30)
Das Produkt
Ap = AceAy (14.31)

heilt Flachenprodukt und ist eine typische KenngréRe magnetischer Bauelemente (Einheit:
[A,] :1m4) und steht in direkter Beziehung zur Scheinleistung:

2
Ap = \/_ Smax (14.32)

Jmax Bmax @ Key

Werden magnetische Bauelemente gleicher Konstruktion, aber unterschiedlicher
geometrischer Skalierung, welche durch eine charakteristische L&ngenabmessung |
beschrieben werde, miteinander verglichen, ergeben sich die folgenden Wachstumsgesetze:

Lange |
Volumen V~I?
Masse M~
Kernquerschnitt A, ~1?
Wicklungsfenster Ay ~ 17
Flachenprodukt A, ~1°

Scheinleistung Sax = A, ~ 11 ~V*3
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Uber den Zusammenhang zwischen Scheinleistung und Flachenprodukt kénnen also die
geometrischen Abmessungen des Transformators festgelegt werden. Weiterhin muf noch die
Windungszahl und der magnetische Widerstand festgelegt werden. Die Windungszahl folgt
aus (14.27) zu

2U
N = M (14.33)
Brmax Are @
Der bendtigte magnetische Widerstand wird tber
NI +/2NI J2NS
Rmagn = = = — (14.34)

¢ bmax AFe bmax AFeU max

bestimmt. Diese Reluktanz wird entweder bei hochpermeablen Kernen durch einen
entsprechenden Luftspalt oder durch Kernmaterial mit passender Permeabilitét realisiert.

Bei hochpermeablem Kernmaterial wird der magnetische Gesamtwiderstand im Wesentlichen
allein durch den Luftspalt bestimmt,

Riagn & ——— 14.35
T oA (14.35)
und es folgt fur die notwendige Luftspaltbreite
21465 V2 1153 1k
I, = /UOAFeRmagn _ A,uo max_ _ Ho ’ max cuAw (14.36)

2
bmax AF @ bmax

Wird der magnetische Widerstand ohne Luftspalt, aber unter Verwendung von Kernmaterial
mittlerer Permeabilitat (Index Fe wird weiterhin verwendet) konzipiert, folgt aus dem
magnetischen Widerstand

I
R = Fe 14.37
e HoHrrePre ( )

fur die notwendige Permeabilitatszahl

~o ~
U _ I Fe _ IFebmax AFea) _ bmaxI Fe
rFe — - -
AFe:uO Rmagn 2:“08 max \/E Ho J max kCu A\N

(14.38)
In diesem Fall werden typischerweise Kerne aus pulverisierten Materialien (Pulverkerne)
eingesetzt.

Bei diesen Entwurfschritten tritt die gewunschte Induktivitat explizit gar nicht auf. Sie ist aber
Uber den Zusammenhang



14 Spulen mit Kern

S.131

Umax = X Imax = @ L I pax (14.39)

indirekt in den Bemessungsgrofien fir Strom und Spannung enthalten.

Typische Werte verschiedener Materialien

Material B /T U,
Ferrite (NiZn, MnZn) 0,1-0,5 10-2000
Dynamobleche (Fe) 1-15 1000-10000
Permalloy, MuMetall (FeNi) 1 10000-50000
Fe-Pulverkerne 0,5-1,9 10-100
FeNi-Pulverkerne 1-15 20-300
FeSiAl-Pulverkerne 1 25-120

Die maximalen effektiven Stromdichten J ., in Cu liegen (je nach Gesamtvolumen der

Wicklung und Kiihlung) in der GréRenordnung von 1 bis 10 A/mm?. Bei sehr hohem
Kiihlungsaufwand kénnen Werte bis zu 100 A/mm? erreicht werden (wodurch sich aber
typischerweise der Flllfaktor verschlechtert), mit supraleitenden Spulen sogar einige
KA/mm?,

Zusammenfassung der Auslegung eines magnetischen Bauelements:

e Anforderung festlegen: Z. B. U jax, Imax, @ 0oder U ., L@ bzw. 1., L, @
e daraus folgt S, .«

e Materialvorauswahl liefert b, Wickelverfahren und Kiihlung (héufig

Erfahrungswerte) bestimmen k¢, und J .«
e damit Flachenprodukt A, bestimmen, s. (14.32)

o Ay,Ag festlegen, hier gibt es einen Konstruktionsfreiheitsgrad o : Ay =a./A

Ay = /Ay a. Gof. fur ersten Entwurf mit o =1 starten

p 1

e geometrische Konstruktion mit den Flachen Ay ,Ag ausfuhren bzw. passende

Standardkerne auswéhlen

e Luftspalt bestimmen bzw. Materialauswahl uber g, festlegen, s. (14.36) bzw. (14.39)

e Windungszahl N festlegen, s. (14.33)

In der Regel wird es mehrere Interationsschleifen dieser Prozedur bendtigen, da die
verfugbaren Kerne nach Material und Geometrie den idealen Werten nur mehr oder weniger

entsprechen.
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Fe ,,,,,,,,, ,.,,,.,,,.,“

AFE

Cu

Fe -

Bild 14-5: Geometrische Darstellung der Durchdringung von
magnetischem und elektrischem Kreis
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14.4 Kraftwirkung

|
} ! Fe

id

| Fe

Bild 14-6: Zur magnetischen Kraft

Magnetischer Druck (Vorgriff auf Feldtheorie):

1
~Lon
P2

Der magnetische Druck ist gleich der Energiedichte. Betrachtung der Einheiten:

A Vs Ws J

18 Y

[p] m m? m? m?
Nm N
1Mo
m?3 m?

An der Grenzflache Luft-Eisen wirkt die Druckdifferenz:
1
AP =P — Pre = E(bLhL —beehee)

Die Kraft ergibt sich also als

F =2Ag4p
Wegen
hee =0
und
by =bee

(14.40)

(14.41)

(14.42)

(14.43)

(14.44)
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gilt naherungsweise
1
Ap = EbLhL (14.45)

und somit fur die Kraft:

HoArN i _ HoApN i
12 442
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14.5 Nichtlineare Magnetisierung

Viele magnetische Materialien kénnen nur naherungsweise fur kleine Feldstarken bzw.
Flussdichten durch das lineare Materialgesetz

beschrieben werden. Fir groBere Felder wird das Verhalten stark nichtlinear (gesattigt). Der
Zusammenhang wird dann durch eine nichtlineare Kennlinie beschrieben (Unterscheidung
von Funktionswert und Funktionsname durch Klein- und Grol3buchstaben):

b = B(h) (14.48)

Unter der Annahme homogener Felder folgt die Kennlinie zwischen magnetischer Spannung
und Fluss durch Umskalierung der Materialkennlinie:

¢ =Ab=AB(h) = AB(?) = ®(0) (14.49)

Entsprechendes folgt fur den Zusammenhang zwischen Verkettungsfluss und Strom, sofern
der magnetische Kreis nur aus dem einen betrachteten Element besteht:

w = NAb = NAB(h) = NAB[NTij =¥ (i) (14.50)
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v

Bild 14-7: Typische Magnetisierungkennlinie mit Sattigung

Besteht der magnetische Kreis aus einem nichtlinearem Element (Kern), einem linearen
magnetischen Widerstand (Luftspalt) und einer magnetischen Spannungsquelle (Durchflutung
der Wicklung) wie im dargestellten Bild, so kann die L&sung der resultierenden nichtlinearen
Gleichung grafisch ermittelt werden: Dazu werden die nichtlineare Kennlinie ¢ uber 6,

(oder umgekehrt) sowie die lineare Kennlinie der magnetischen Spannungsquelle NI mit dem
magnetischen Innenwiderstand R,q, gezeichnet und der Schnittpunkt bestimmit,

¢
Nil <) l@Fe (@) nichlt<linearer

Bild 14-8: Nichtlinearer magnetischer Kreis
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¢ 4

»

v

Ni 0

Bild 14-9: Schnittpunkt der Kennlinien der magnetischen Quelle mit linearem
Innenwiderstand mit der Kennlinie der nichtlinearen Reluktanz

Alternativ: Bildung der gesamten magnetischen Spannung
V=0, + 0, =R §+O(¢) (14.51)

als neue nichtlineare Kennlinie. Die nichtlineare Kennlinie wird um die Luftspaltgerade
geschert:



14 Spulen mit Kern S. 138

¢ A Luftspaltgerade
=R ¢

um die Luftspaltgerade
gescherte Kennlinie

0 =R §+O(d)

v

Bild 14-10: Gescherte Gesamt-Magnetisierungskennlinie

Wird eine Spule mit nichtlinearer Magnetisierung mit sinusférmiger Spannung beaufschlagt,
W (t) = u(t) = /2 U cos et (14.52)
folgt ein sinusformiger Verkettungsfluss

J2u
(0]

p(t) =

sin ot (14.53)

der Strom dagegen ist nicht sinusférmig, sondern resultiert aus der Umkehrfunktion zu ¥ (i) :

i=¥ ") =1) (14.54)

Je nachdem, wie weit die Magnetisierungkennlinie bis in die Sattigung ausgesteuert wird,
resultiert eine mehr oder weniger starke Stromverzerrung:
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u(t)

| | | | | | 1 | 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
o*t2n

Bild 14-11: Zeitliche Verlaufe bei einer nichtlinearen Drossel



14 Spulen mit Kern S. 140

14.6 Hysterese

Neukurve

v

Bild 14-12: Hysterese eines magnetischen Materials

b,:  remanente Flussdichte

h.:  Koerzitivfeldstarke
Die Kurve, die die Umkehrpunkte der aussteuerungsabhangigen Hystereseschleifen verbindet,

heilt Kommutierungskurve.

Die Form der Hysterese hangt ab von der Vorgeschichte, die Gestalt &ndert sich auch mit der
Frequenz. Bei nicht vollstandigem Umlauf bzw. bei asymmetrischer Aussteuerung ergeben

sich weitere Abweichungen.

Um Materialien mit Hysterese zuverldssig zu entmagnetisieren, werden Wechselfelder mit
langsam abnehmender Amplitude aufgeschaltet.
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v

Bild 14-13: Verlustarbeit bei der Hysterese

Wegen
W, = fdw=[p(t) dt = [u®i®) dt=[yOi() dt=[i)dy = [v(p)dp (14.55)

gibt die wvon der Hysterese umschlossene Flache die Ummagnetisierungs- oder
Hystereseverluste an. Ist T die Periodendauer eines Umlaufs, ist die mittlere Verlustleistung

R, = "% W (14.56)

In erster Nahrung sind die Verluste also der Frequenz proportional.
R~ f (14.57)

Fur hohere Frequenzen gilt dies nicht mehr, da sich auch die Gestalt der Hysterese
frequenzabhdngig andert. Die Verluste kdnnen dann tberproportional steigen:

R ~f% , e ~1.2 (14.58)



14 Spulen mit Kern S. 142

Fur die Abhangigkeit von der Amplitude kann als grobe Ndherung angesetzt werden:
R, ~b% ; e ~2.3 (14.59)

Die Zusammenfassung dieser beiden empirischen Gesetze flhrt zu der sogenannten
Steinmetz-Gleichung

R =K f°b® (14.60)
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15 Transformator

15.1 Aufbau, Schaltzeichen

ullz %Nl Nzé iluz

A

Bild 15-1: Zwei-Wicklungs-Transformator mit Luftspalt
(dargestellt sind gleichsinnige Wicklungsrichtungen)

j

§ e

mit Kern mit Luftspalt Lufttransformator
im Kern
XONEA( ROBEA(
— —
wa)L 3‘% ‘ugo wﬁ)‘ 3‘% ‘uﬂﬂ
gleichsinnige gegensinnige
Wicklungsrichtungen Wicklungsrichtungen

Bild 15-2: Elektrische Schaltbilder
(mit Verbraucherzahlpfeilsystemen auf Primér- und Sekundérseite)
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15.2 Idealisiertes Verhalten
RL
— ——
4 A Yy %
v | () (D T
—
Ree
Bild 15-3: Einfaches Reluktanzmodell
P=¢ =9 (15.1)
=
Yi_VYo
N, N, (15.2)
:>13
YVi_VYo
N, N, (15.3)
&
u _ U
N, N, (15.4)
bzw.
u N
—=—=q
6, N, (15.5)
a : Ubersetzungsverhaltnis (vielfach auch i)
N.i; + N,i N.i; + Noi
$=—11 2l2 _ ™M 212 (15.6)
Rmagn RL + RFe

13 nur unter der Annahme, dass die Flussanfangswerte verschwinden, ist auch der Umkehrschluss méglich
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bzw.
Nlil + NZiZ =¢ Rmagn (15.7)

Zundchst idealisierte Annahme R, =0 (kein Luftspalt, hochpermeabler Kern):

N;i; + N,i, =0 (15.8)
bzw.

i2 Nl

L= 1=—q

i N, (15.9)

Strome und Spannungen der Primdr- und der Sekundarseite werden beim idealen
Transformator genau mit dem Ubersetzungsverhaltnis ibersetzt.

WO, )

o] o

Verbraucher- Erzeuger-
Zahlpfeilsystem Zahlpfeilsystem

Bild 15-4: Schaltbild mit gemischten Z&hlpfeilsystemen

Wenn man sich fir ein solches gemischtes Zahlpfeilsystem entscheidet, muss dies aber auch
im magnetischen Ersatzschaltbild durch Umkehr des Zahlpfeiles von i, ebenfalls

bertcksichtigt werden:
RL
— ——
y ¢

A Y %2
l Nziz

o D

—
RFe
Bild 15-5: Einfaches Reluktanzmodell, gemischtes Zéhlpfeilsystem

Verwendet man gemischte Zahlpfeilsysteme bei gleichsinnigen Wicklungen wie in obigem
Bild, lassen sich die Strom- und Spannungsubersetzungen mit positivem Vorzeichen
schreiben:
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i N
bob_ T, (15.10)
u, I N,

Die komplexe Zeigerrechnung fir sinusformige Grof3en I&sst sich auch auf Transformatoren
anwenden:

=L_2-—l_g 15.11
LN, (15.11)

Es gilt die Leistungsbilanz (gemischtes Z&hlpfeilsystem):
Py = Uy = P, = Uy, (15.12)
Der ideale Transformator speichert keine Energie!

Schein-, Wirk- und Blindleistung sind beim idealen Transformator (gemischte
Z&hlpfeilsysteme) auf Primdr- und Sekundérseite gleich (invariant):

S, =U,l, =S, =U,l, (15.13)
bzw.
S1=Ui1; =8, =U,1; (15.14)
P =ReS, =P, =ReS, (15.15)
Q =ImS, =Q, =Im§, (15.16)

Das ideale Transformatorverhalten beruht auf folgenden Annahmen:

e Dbeide Wicklungen sind ideal miteinander verkettet, es gibt keinen Streufluss
e der magnetische Widerstand des Kreises ist Null
e die ohmschen Widerstande der Wicklungen sind Null

i, () i, (t) iy (t)
Uy (t) l ‘ l Uy (t) z |:> U (t) l ;' =a’Z
idealer
Transformator
a:l

Bild 15-6: Transformation von Impedanzen
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Auf die Primarseite transformierte Impedanz:

7' =Y 2y

I

(15.17)

(15.18)
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15.3 Messwandler und Ubertrager

Transformatoren, die so gestaltet sind, dass sie dem idealen Verhalten moglichst nahe
kommen, werden als Wandler oder Ubertrager eingesetzt. Hierbei steht nicht die Leistungs-,
sondern die Signaltibertragung, ggf. auch die galvanische Trennung von Ein- und Ausgang im
Vordergrund.

15.3.1 Stromwandler

Werden Transformatoren zum Zwecke der Strommessung eingesetzt, spricht man von
Stromwandlern. Diese werden dann verwendet, wenn entweder eine Potenzialtrennung
notwendig oder der zu messende Strom zu grof} fur eine direkte Messung durch den
eigentlichen Stromsensor ist. In diesem Fall werden Ubersetzungsverhaltnisse o <1 gewahlt.
Der Stromwandler darf nur einen geringen ohmschen Widerstand aufweisen und ben6tigt
daher hinreichende Leiterquerschnitte. Oft ist N, =1, d. h. die Primarwicklung wird nur

einmal durch den Kern gefuhrt.

Der in der Regel sehr kleine Innenwiderstand R; des sekundarseitigen Stromsensors ubersetzt
sich auf die Primarseite nach dem vorangegangenen Abschnitt entsprechend

R/ =a’R; <R (15.19)
Iy (t) (1) =aiy(t)
—— »>

u(t)=0 l

3‘ R luz(t)zo

Bild 15-7: Stromwandler

¢lz0 4

1D o

Bild 15-8: Magnetischer Kreis des Stromwandlers
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Da der Innenwiderstand des Stromsensors in der Regel klein ist, ist die Sekundar- und damit
auch die Primérspannung gering. Der Stromwandler wird spannungsmaliig nur wenig belastet,
daher ist der magnetische Fluss im Kern Kklein. Ein ggf. nicht-idealer magnetischer
Kernwiderstand verursacht daher trotzdem keinen groRen magnetischen Spannungsabfall und
beeintrachtigt das Stromiibersetzungsverhaltnis kaum. Aus dem nicht idealen magnetischen
Widerstand und dem elektrischen Widerstanden von Stromsensor und Wicklungen resultiert
letztlich eine untere Grenzfrequenz (s. Bild 15-9) von

_ az(Rz + Ri) _ (RZ +R )RFe (15.20)

Oin = L1 N22

Bild 15-9: Elektrisches Ersatzschaltbild des Stromwandlers
(Transformation der GroRen auf die Primarseite)

Mit einem Stromwandler konnen folglich keine Gleichstrome gemessen werden. Sollen auch
Gleichstrome gemessen werden, kann man sich des Kompensationsprinzips bedienen. Ein
Sensor (Hall-Sensor) misst im Luftspalt eines Stromwandlers das Magnetfeld. Eine steuerbare
Stromquelle wird so reguliert, bis das magnetische Feld verschwindet.

Kompensations-
regler

Magnetfeldsensor

¢AEL

L
—
Ull >N1:1 Nzé

A 4

steuerbare
Stromqguelle

A

Bild 15-10: Strommessung nach dem Kompensationsprinzip
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15.3.2 Spannungswandler

Ist die zu messende Spannung zu grof3 fur den eigentlichen Spannungssensor, kann sie durch
einen Transformator mit « > 1 heruntergesetzt werden.

Der Innenwiderstand des Spannungssensors R; ubersetzt sich auf die Primarseite nach dem
vorangegangenen Abschnitt entsprechend

R/ =a’R; >R (15.21)

iy (t) ~ 0 i,(t) =~ 0

uy (t) l % ‘ E Ri l Uy (t) =%ul(t)

Bild 15-11:Spannungswandler

o} (D oI

Bild 15-12: Magnetischer Kreis des Spannungswandlers

iy (t) Ry a’R, iy(t)/«

25 Spannungs-
a’R; sensor

Bild 15-13: Elektrisches Ersatzschaltbild des Spannungswandlers

Da der Spannungssensor einen hohen Innenwiderstand aufweisen sollte, ist der
Sekundérstrom und damit auch der Primérstrom Kklein. Der Spannungswandler wird
strommaRig also nur sehr gering belastet. Er kommt daher mit geringen Leiterquerschnitten
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aus, der Widerstand der Sekundarwicklung kann gegentiber dem Innenwiderstands des
Spannungssensors in der Regel vernachlassigt werden. Auf der Primadrseite ergibt sich jedoch
aus Primérwiderstand und Induktivitét eine untere Grenzfrequenz von

_ & — I:leFe

Omin = L1 le (15.22)

Hierbei ist aber die Séattigung des Kerns und die damit verbundene Verénderung der
Induktivitat nicht berticksichtigt: Es gilt unter Vernachlassigung von R,

1

Nl Fe

b(t) =

Uy (t) (15.23)
Die Annahme einer maximalen Flussdichte Bmax fuhrt bei angenommener sinusférmiger
Spannung

u,(t) = U1\/§ cos w(t) (15.24)
zu der zusétzlichen Einschrankung an Amplitude und Frequenz

ﬂ < NlAFebmax
® J2
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15.4 Modellierung von Transformatoren mit Streuung

Im Folgenden werden wieder gleichsinnige Wicklungen und Verbraucherzéhlpfeilsysteme auf
Primar- und Sekundéarseite angenommen:

I
b |4 T $| b
Ull z § %IL 4}(Iiyzé i l U,
J fm N

Bild 15-14: Streuflisse im Transformator mit Luftspalt

Streuung: die nicht vollstandige Verkettung zweier Wicklungen; der Anteil des Flusses einer
Wicklung, der nicht mit der anderen verkettet ist, heilt Streufluss: ¢,,, ¢, . Der Anteil des

Flusses, der beide Wicklungen miteinander verkettet, ist der Hauptfluss ¢, (m: main oder
mutual).

Eine Streuung ist nicht grundsétzlich unerwinscht, sondern ist bei manchen Anwendungen
durchaus sinnvoll und nutzbringend.

RFeS

Bild 15-15: Reluktanzmodell mit Luftspalt und Streuwegen
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[ ¢,

¢.|. A
91:N1i1l< > 16, =Ny,

Bild 15-16: Vereinfachtes Reluktanzmodell

Berechnung des magnetischen Kreises:

N.i
Po1 =1 (15.25)
Ral
N,i
G, =—22 (15.26)
RO'Z
N.i, + Noi
b = 1 212 (15.27)
Rm
1 1 . 1 . . .
h=| o+ o Nt o= Nai, = (A + Agy )Nyiy + Ay N5, (15.28)
ol m m
1 1 . 1 . . .
¢, = PN NI, R Nyiy = (A + Ay )Noiy + A, Nyiy (15.29)
o2 m m
Matrixschreibweise:
+A N 0 [li
¢, An, An+ 45,1 0 Ny,
bzw.
p=ANi (15.31)

mit den Vektoren und Matrizen

. i1 & N, O A+ A4, A,
= , = ., N= , A= .
! H ’ M {0 NJ [ Ay Am+Aaj (1592
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wobei

1 1 1
Np=—, Ayg=—, A,=— .
R, 1 R, 2 R, (15.33)

die magnetischen Leitwerte der Haupt- und Streuwege sind. Die magnetische Leitwertmatrix
ist symmetrisch,

A=A (15.34)

Ubergang auf mehrfach verkettete Fliisse:

Vi| _ N, 0 |l&
L”j {0 NJL’J (1539

w=NANi=Li (15.36)

Die Matrix

(15.37)

L=NAN = |:Lll LlZ}
L21 I‘22

heillt Induktivitatsmatrix. Die Induktivitatsmatrix ist ebenfalls symmetrisch:

L=L", bzw. Ly =Ly (15.38)
L, +L L
L= |: ml ol m } (15.39)
I-m LmZ + LaZ
mit
N,N
Ly = NN, A, = Fle 2 (15.40)
m
2, _ N/
Ly = N Ay = R—l (15.41)
m
o, _N;
Lz = N Ay :R_Z (15.42)
m
2 N}
L,y =NiA, = R—l (15.43)
ol
NZ
Loo = N3 Ay =—% (15.44)

Pu)
N

q
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Begriffe:
L,,:  primare Selbstinduktivitat
L,,: sekundare Selbstinduktivitét
L,: Hauptinduktivitat oder Gegeninduktivitat
L..: primére Hauptinduktivitat
L,,: sekundare Hauptinduktivitét
L,.: priméare Streuinduktivitat
L,,: sekundare Streuinduktivitat
Streuung oder Streuziffer
o= L‘11L22 — Lﬁ”l =1— L?T] =1— LmleZ (1545)
L11L22 I-11'-22 I-11'-22
Transformation der GroRen der Priméarseite mit dem Ubersetzungsverhaltnis:
, 1
Uy =—U, (15.46)
o
, 1
W=y (15.47)
(04
b=ali (15.48)
Induktivitatsmatrix fur die transformierten Groi3en:
! i!
{l/llj| L [1} (15.49)
¥, 12
L +L] L
L':[ mo et o } (15.50)
I-m I-m + Laz
mit
L. =NZ4 =L, (15.51)
' 2 1
Loy =Nodoy = —5 Ly (15.52)
o

Die Streuung ist gegentiber dieser Transformation invariant:

o=0'

(15.53)
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Die Summe der Strome
i, =i +i,
heil3t Magnetisierungsstrom.

Interpretation in einem elektrischen Ersatzschaltbild (sog. T-Ersatzschaltbild):

) ., , )
h h Loa L,» )

N;: N,

idealer
Transformator

Bild 15-17: T-Ersatzschaltbild des Transformators mit Streuung,
Transformation der Primérgrofien auf die Sekundérseite

(15.54)
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Je nach Erfordernis konnen alternativ die sekundérseitigen GréRRen auf die Primarseite
transformiert werden:

u, =a U, (15.55)
vy=ay, (15.56)
=L (15.57)

o
Ll =NZ24, =L, (15.58)
L., =N4,,=a’L,, (15.59)

N;:N,

idealer
Transformator

Bild 15-18: T-Ersatzschaltbild des Transformators mit Streuung, Transformation der
SekundargroRen auf die Primarseite

Zusammenfassung der bisherigen Einsichten: Ein Transformator kann drei verschiedenen
Funktionen dienen:

e Spannungs- bzw. Stromanpassung
e Potentialtrennung
e Bereitstellung eines induktives Verhalten



15 Transformator S. 158

15.5 Berucksichtigung der Verluste

Berlicksichtigung der Innenwiderstande der Wicklungen:

) ., , , )
I h Rl Loa L., R, I

N; N,

idealer
Transformator

Bild 15-19: T-Ersatzschaltbild des Transformators mit Streuungen und elektrischen
Widerstanden

NEL

Ri=—2R =R (15.60)
Nl

2

Die Eisen- oder Kernverluste setzen sich aus den Ummagnetisierungs- oder
Hystereseverlusten und den Wirbelstromverlusten zusammen. Beide Verlustterme kénnen im
Ersatzschaltbild n&herungsweise durch einen ohmschen Widerstand parallel zur
Hauptinduktivitét berlcksichtigt werden.

a=N;:N,

idealer
Transformator

Bild 15-20: T-Ersatzschaltbild mit Berlcksichtigung der Kernverluste
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15.6 Leerlaufverhalten

Im Leerlauf (Sekundérwicklung offen) flieBt nur Magnetisierungsstrom. Die Streu-
induktivitaten und Innenwiderstdnde sind meist klein gegentiber der Hauptinduktivitat, so
dass fiir den Leerlauf das folgende vereinfachte Ersatzschaltbild benutzt werden kann:

y =
]
]

U, l Ree Lo l U,

Bild 15-21: Leerlauf-Ersatzschaltbild

Im Leerlauf gilt auch fur den realen Transformator mit guter Genauigkeit

U
—L-q (15.61)
UZ

Wird ein Transformator an eine sinusférmige Netzspannung geschaltet, entsteht — je nach
Einschaltzeitpunkt — ein Gleichanteil im Fluss (nur wenn im Spannungsmaximum oder
Minimum eingeschaltet wird, resultiert kein Fluss-Gleichanteil). Dadurch wird das
magnetische Material stark einseitig gesattigt. In Folge entstehen hohe Spitzen im
Magnetisierungsstrom, welcher Uber den dadurch verursachten Spannungsabfall am
Innenwiderstand der Primarwicklung den Flussgleichanteil langsam abbaut. Dieser VVorgang
heilt Rush-Effekt. Insbesondere bei groRen Transformatoren mit kleinen Innenwiderstanden
kann dies etliche Sekunden oder sogar Minuten dauern.

. 1%5

Bild 15-22: Zum Einschaltproblem beim Transformator
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15.7 Kurzschluss und Verhalten bei Belastung

Beim Kurzschluss der Primér- oder der Sekundarwicklung oder bei grof3er Belastung kénnen
Magnetisierungsstrom und Kernverluste vernachléssigt werden.

Bild 15-23: Ersatzschaltbild fir groRere Belastung oder Kurzschluss

R =R + R} (15.62)
L =L, + Lo (15.63)
Kurzschlussimpedanz (bei Z'=0):
Z, =R+ jol =R+ JX, (15.64)
Nennimpedanz:
Zy= ett (15.65)
IlN
Relative Kurzschlussspannung:
U = Lo (15.66)
ZN

Interpretation der Kurzschlussspannung: Im Kurzschlussversuch wird die Spannung der
jeweils nicht kurzgeschlossenen Wicklung so lange erhoht, bis Nennstrom flief3t.

Relative Streuung und relative Resistanz

X o Re

20 =g, (15.67)

Bei Transformatoren groRer Leistung ist der Innenwiderstand meist recht klein, konkret
Ry << X|. Dann gilt

U = Xy (15.68)
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Ohmsche Last

Induktive Last

Kapazitive Last

Im 4
@, =0
(2] U,
i Re
I, =1, , JoL 1,
B \
=2 R, | Kappsches
k= Dreieck
Im 4

Rely joly 1y
joly 1y
U, \ Re
U'2 Rely

Bild 15-24: Zeigerdiagramme am Transformator flr verschiedene Lastfélle
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15.8 Zusammenhang zwischen Geometrie und Scheinleistung

Die Zusammenhange zwischen Scheinleistung und geometrischer Bemessung wie bei der
Spule (vgl. Abschnitt 14.3) gelten &hnlich auch fir den Transformator. Beim Zwei-
Wicklungstransformator missen sich aber zwei Wicklungen das Wicklungsfenster teilen:

Av = Av1 + Avz (15.69)

Beriicksichtigt man unterschiedliche Fillfaktoren der beiden Wicklungen, erhalt man

N, I N, I
A = Ay + Ay = =0 4 e (15.70)
Cul‘]max Cu2‘]max

Die Durchflutungen sind jedoch gleich grof3,

Nllmaxl = Nzlmaxz (15-71)

sofern man wiederum den Magnetisierungsstrom vernachlassigt. Analog zum Rechengang in
Abschnitt 14.3 erhalten wir:

1 A

Sy = f‘]max Brax @ Koy AeeAw (15.72)
mit
Koy =t
“- 11 (15.73)

kCul kCu2
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16 Gleichstrommotor

16.1 Wirkprinzip

WE DUG UP THE FOUNDER
OF OUR COMPANY AND
LJRAPPED HIM IN
COPPER WIRE.

LJITH ANY LUCK, OUR
BUSIMESS PRACTICES
WILL MAKE HIM SPIN
IM HIS GRAVE AND
GEMERATE ELECTRICITY.

THEN WE REPLACED HIS
TOMBSTONE WITH A
HUGE MAGMET.

sooftadams®aol.cam
o 2004 Seotl Adame, Inc/Dist by UFS, Inc.

www. dilbert.com

®UFS, Inc,

Bild 16-1: Wirkprinzip elektromagnetischer Induktion

Permanent-
Magnet

— ——
: | ]
r'y

a

[

m
-«—
/8.9.0.N
T1T]
[ ]

o
3

()

44 b
]

g/ g/

elektrische Erregung
Erregung mit Permanentmagnet

Bild 16-2: Wirkprinzip aufgrund der Lorentzkraft

Kraftwirkung auf den stromdurchflossenen Leiter (Lorentzkraft), vektorielle Formulierung:

F=ilxb (16.2)

Hierbei ist 1 die gerichtete Lange des Leiterabschnitts, der dem Magnetfeld ausgesetzt ist.
Stehen die vektoriellen GrofRen wie in der dargestellten Anordnung senkrecht aufeinander,
kdnnen wir schreiben.

F=ibl (16.2)
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)
. ( \
Ie . F
—>—] L —1® A
Ug l é::::% T "B d
s !
F %
444D
—/
N —
Bild 16-3: Drehmoment auf Leiterschleife
Drehmoment (torque):
d .
Induzierte Spannung in der Leiterschleife, entweder aus Induktionsgesetz:
: d
uL=(//L=2bEa)|=bd|a) (16.4)
oder aus der Leistungsbilanz:
Pel = Prmech (16.5)
ui, =Tio=ibdle (16.6)
u =bdle (16.7)
Der Term
¢y =bdl (16.8)

lasst sich als der magnetische Fluss deuten, der die Leiterschleife bei senkrechter Ausrichtung

und bei homogener Flussdichte durchdringen wirde. Hiermit:
U =po

TL :¢oiL

(16.9)

(16.10)
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16.2 Aufbau

Hauptpol Erregerwicklung

Ankerwicklung

Sténderjoch

Anker,
Laufer oder — |
Rotor

| Birste

Ankerwicklung ——— Luftspalt

Stander oder
Stator

Bild 16-4: Schnittskizze eines Gleichstrommotors

Bild 16-5: Gleichstrommotor mit zwei Polpaaren, p =2
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16.3 Kommutator und Ankerwicklungsschemata

13 «
14 «
12 «
15 «

15 «
12 D
14 «

13 « >

A Ia

Bild 16-6: Wicklungsschema des Ankers
Schleifenwicklung, hier fir p =2,

Zahl der parallelen Zweige 2a=2p

— Pol

Kommutator

Bild 16-7: Wicklungsschema des Ankers
Wellenwicklung, hier fir p=2,

Zahl der parallelen Zweige 2a =2
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16.4 Mathematische Modellierung

Bezeichnungen:

T,  Drehmoment einer Leiterschleife

T gesamtes Drehmoment des Ankers (Luftspaltdrehmoment)

N,  Zahlder Anker-Leiterschleifen

N Gesamtzahl der Erregerwindungen aller Pole

2a  Zahl der parallelen Ankerstromzweige

p Polpaarzahl

Polbedeckung, Verhéltnis der aktiven Polflachen zur Ankeroberflache
Pe Erregerfluss

R

be Erregerflussdichte

I aktive Lange des Ankers
d Ankerdurchmesser

o Luftspaltbreite

A Polflache

pol

Resultierendes auf den Anker wirkendes Drehmoment:

Ankerstrom i, teilt sich auf 2a Zweige auf:

. 1.
rdla
Pe =be Ay = ETE be (16.13)
p
Damit:
N . .
T:p A¢E|A:CM ¢EIA (1614)
ar
Die Konstante
PN 4
Chy =
M ar (16.15)

heil’t Motorkonstante. Sie ist eine dimensionslose Zahl, die nur vom konstruktiven Aufbau
abhangt. Mit der Abkiirzung
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VE=Cmde=—T7— (16.16)

lasst sich die Drehmomentgleichung sehr knapp als
T =wgia (16.17)

schreiben. Die induzierte Spannung (elektromotorische Kraft, EMK) folgt wieder aus der
Leistungsbilanz,

Uy =Cy P ®=WEg® (16.18)

oder alternativ durch Summation der induzierten Spannungen der in Reihe geschalteten
Leiterschleifen.

Spannungsgleichung des Ankerkreises unter Berticksichtigung des Ankerwiderstands R, , der
Ankerinduktivitat L, und des Birstenspannungsabfalls ug :

Mit guter Genauigkeit kann der Burstenspannungsabfall ug als eine konstante, vom
Ankerstrom unabhéngige Spannung von etwa 1 V angesetzt werden.

Erregerstromkreis:

Beachte: Im Allgemeinen sind zwei Wicklungen stets ber die Gegeninduktivitat miteinander
gekoppelt. Die Flisse von Erreger- und Ankerwicklung sind aber durch die zueinander
senkrechte Anordnung nicht miteinander verkettet, so dass die Gegeninduktivitat zwischen

diesen Wicklungen Null ist.

Bestimmung der Induktivitat des Erregerkreises: Hierzu wird der magnetische Widerstand der
Eisenwege gegeniiber dem des Luftspalts vernachléssigt:

A 1 mApo o amdl _ pyarmdl
TR, 25 25 2p 4p5

(16.21)

Ist Ng die Gesamt-Windungszahl aller in Reihe geschalteten Erregerspulen, wirkt je Polpaar
die magnetische Spannung (Durchflutung oder magnetomotorische Kraft, MMF)

O = (16.22)

Y
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woraus sich der Erregerfluss (je Pol) zu

HoormdINE .

= Al = I 16.23
P = Ag b 2% E ( )

ergibt. Ein Motor wird so konstruiert, dass die Flussdichte

$e _ poNe .
be == =="—=i 16.24
" Aw 2p5 ¢ (16.24)

nicht zu stark im geséttigten Teil der Magnetisierungskennlinie liegt. Typische Werte liegen
im Bereichvon1bis1,4 T.

Der Erregerfluss ist mit allen Ng Windungen verkettet; der mehrfach verkettete Erregerfluss
ist also

we =Nggg =NpAg b = ME (16.25)
4p“o
Die Erregerinduktivitat ergibt sich dann zu
LE:'/_’—Ez—”Omg'Né (16.26)
Ig 4p“o
Zusammenfassung der wichtigsten Gleichungen
Drehmoment
T=cCydeipn=yeia=Lgigia (16.27)
Erregerfluss
we =Lglig (16.28)
ve=ME i — i (16.29)
Ng
Ankerspannung
Up =Wk o+ Lpig+Rpip+2ug (16.30)
Erregerspannung
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Ersatzschaltbilder

Ua () lui=WEw Ug

Bild 16-8: Ersatzschaltbilder des Anker- und des Erregerkreises

Dynamisches Verhalten

Das dynamische Verhalten des Anker- bzw. Erregerstroms entspricht dem eines RL-Glieds.
Die malRgeblichen Anker- und Erregerzeitkonstanten sind

L
Tp=2 (16.31)
RA
und
L
Tg=—F& (16.32)
RE

16.5 Elektrische und mechanische Leistung, Wirkungsgrad

Elektrische Leistung (Verbraucherzahlpfeilsystem):
Pei = Peia + Peig =Uala + Ugie (16.33)
Mechanische Leistung (Erzeugerzéahlpfeilsystem):
Pmech = @T (16.34)
Energiebilanz:
Pei = Wa +We + Py + Precn (16.35)

Verlustleistung:

Pv = Pva+ Pve = Rele + Rz (16.36)
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Innere Energien:

W, = % L2 (16.37)
" =%LEié (16.38)

Wirkungsgrad des Ankerkreises (Vernachlassigung der Erregerverluste) im stationdren
Zustand fir den motorischen Betrieb:

y = ] ol B ol
Paa  Uala (RAIA—’_V/I'ECU)IA ( T ' jT

. (16.39)

B 0] B 1

R R
w+—5T 1+—f‘2I
Ve Ve @
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16.6 Schaltungsarten, Klemmenbezeichnungen und Schaltzeichen

Man unterscheidet verschiedene Schaltungsarten:

e Fremderregung: Erreger- und Ankerkreis werden aus verschiedenen elektrischen
Quellen gespeist

e Nebenschluss: Erreger- und Ankerkreis sind parallel geschaltet
e Reihenschluss: Erreger- und Ankerkreis sind in Reihe geschaltet

e Doppelschluss: Mischform von Neben- und Reihenschluss

Wicklung Klemmen
Ankerwicklung Al, A2
Wendepolwicklung* B1, B2
Kompensationswicklung* C1, C2
Erregerwicklung fiir Reihenschlussschaltung D1, D2
Erregerwicklung fiir Nebenschlussschaltung El E2
Erregerwicklung flir Fremderregung F1, F2

* Auf diese Wicklungen wird im Rahmen dieser Lehrveranstaltung nicht eingegangen.

Al

D2 E1 E2 F1

A2
Erregerwicklungen Bl
(alternativ) )
Wendepolwicklung
B2
C1
Kompensationswicklung
C2

Bild 16-9: Schaltbild des Gleichstrommotors mit verschiedenen Wicklungen
(Erregerwicklungen werden stets senkrecht zum Ankerstrompfad dargestellt)
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16.7 Fremderregter und permanent erregter Motor

Beim fremderregten Betrieb werden Erreger- und Ankerwicklung unabhéngig voneinander
gespeist. Typischerweise werden der Erregerstrom und damit der Erregerfluss konstant
gehalten,

g =const. = @ =const. bzw. y =const. (16.40)

Dies gelingt durch Aufschaltung einer konstanten Erregerspannung ug allerdings nur
unvollkommen, da sich der Strom aufgrund des temperaturabhdngigen Erregerwiderstands
Rg verandern kann. Ggf. wird deshalb eine Erregerstromregelung vorgesehen, welche die
Erregerspannung derart reguliert, so dass stets der gewiinschte Erregerstrom flieR3t.

Beim permanent erregten Motor wird der Erregerfluss von einem Permanentmagneten
erzeugt. Sein Verhalten gleicht dem des fremderregten Motors mit konstantem Erregerstrom.

e[ JoT

Bild 16-10: Fremderregter Gleichstrommotor

Stationares Strom-Spannungs-Verhalten bei konstanter Drehzahl
Upr=wro+R,l, (16.41)

Wird der Anker bei sich drehender Maschine kurzgeschlossen, U, =0, flieBt der
Kurzschlussstrom

I :_l//E w
Ak RA

(16.42)

Wird dagegen der Motor nicht belastet, also T =0 und somit I, =0 stellt sich die
Leerlaufspannung

Upo =VE® (16.43)

ein.
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@ = const.

I

> |\
x
v

Bild 16-12: Kennlinienschar flr konstante Drehfrequenzen
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U, A

erzeugend :: verbrauchend %7  bremsend antreibend
(generatorisch) \\\ %/ / (motorisch) “

_ ////
\\\\ antebend send //é

dargestellt in der Strom-Spannungs-Ebene

\\\k

Betriebsarten:

Py >0 verbrauchend, dissipierend
Py <0 erzeugend, generatorisch
Pne >0 antreibend, motorisch

Pne <0 bremsend

Stationares Drehmoment-Drehzahl-Verhalten bei konstanter Spannung

Einsetzen der Drehmomentbeziehung in die Spannungsgleichung:

R
Up=—7T+oyt (16.44)
Ve

Auflésen nach o ergibt das stationdare Drehmoment-Drehzahl-Verhalten fur konstante
Ankerspannung:

U, R,T
w=—5H-—L- (16.45)
Ve '//E
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Losbrech-Drehmoment und Anker-Anlaufstrom (bei w=0):

U !
To = —s//E (16.47)
A

Problem: Bei kleinem Ankerwiderstand kann ein sehr grof3er Anlaufstrom resultieren.

Leerlaufdrehzahl (bei T =0 bzw. 1, =0)

Wy =—, (16.48)

U, = const.

To

Bild 16-14: Stationdre Drehmoment-Drehzahl-Kennlinie bei konstanter Ankerspannung

o

In<0 1,>0
\ _RA/WZ

\ Ua=0
\\UA< 0
\

Bild 16-15: Stationare Drehmoment-Drehzahl-Kennlinien bei konstanten Ankerspannungen




o A

rel en //
(motorisc h)
%

\g,

Bild 16-16: Betriebsarten
dargestellt in der Drehmoment-Drehzahl-Ebene
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16.8 Betrieb mit Vorwiderstanden

Steht nur eine feste Speisespannung zur Verfugung, soll der Motor aber trotzdem
drehzahlvariabel betrieben werden, zumindest aber das Anfahren aus dem Stillstand auf eine
Betriebsdrehzahl bewerkstelligt werden, ist die klassische Losung die Verwendung von
Vorwiderstanden im Anker- ggf. auch im Erregerkreis. Dadurch werden Einschaltstrome und
die Drehmomente begrenzt bzw. die Drehmoment-Drehzahl-Kennlinien entsprechend
verandert.

Vorwiderstdnde erhéhen aber die Verluste und verschlechtern somit den Wirkungsgrad.

Bild 16-17: Betrieb mit VVorwiderstand

IA A

Imax \
Ve
! RA
Ve
Ra+Ry1
W
Ra+Ry2
R
VE

Bild 16-18: Anfahren mit VVorwiderstanden
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16.9 Speisung durch einen Tiefsetzsteller

Der Betrieb mit Vorwiderstanden kann vermieden werden, wenn eine variable
Spannungsquelle zur Verfligung steht. Hierzu kann beispielsweise ein Tiefsetzsteller dienen,
der den Ankerkreis speist. Der Tiefsetzsteller ben6tigt eine Induktivitdt am Ausgang. In der
Regel ist keine zusétzliche Stellerdrossel notwendig, da die Ankerinduktivitat diese Funktion
ubernimmt. Durch Veranderung des Tastverhéltnisses wird die (mittlere) Ankerspannung
verdndert. Ggf. kann auch der Erregerkreis durch einen weiteren Steller gespeist werden.

Durch den Tiefsetzstellter werden im Gegensatz zu Vorwiderstdnden nur verhéltnismaRig
geringe zusatzliche Verluste verursacht.

U, N Ua () lui = l//I,E 2

Bild 16-19: Speisung des Ankerkreises durch Tiefsetzsteller
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16.10 Nebenschlussmotor

u '> o, T
Bild 16-20: Nebenschlussschaltung
Uy =Rpip +WE @+ Lpiy =Rpip + Liig @+ Lyin (16.49)
Ug = Reig + Lgig (16.50)
T=wgiy=Lgigi, (16.51)
Nebenschluss:
U=U, =Ug (16.52)
=i, +ig (16.53)
Stationdres Verhalten:
le == 16.54
TR (16.54)
U-Lelgw U-LtU/Rcow 1-Lp/Rrow
|, = E'E® _ E E® _ ETREY (16.55)
RA RA I:\)A
1 1 L
l=lg+1l,=|—+—-——2 |u (16.56)
RA RE RARE
, , 1-Lt /R @
TZLEE'A:LE__E__Q—UZ (16.57)

RARe
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16.11 Reihenschlussmotor
Uy =Rpip +WE @+ Lpiy = Rpip + Liig @+ Lyin (16.58)
Ug = Reig + Lgig (16.59)
T=wrip=Lgigiy (16.60)
SR
uAI ) o, T
u l Ug
Bild 16-21: Reihenschlussschaltung
Reihenschluss:
U=Up, +Ug (16.61)
=i, =Ig (16.62)
R=R,+Rg (16.63)
L=L,+Lg (16.64)
u=Ri+LLiow+Li
u=(R+L;o)i+Li (16.65)
u=R'(w)i+Li
Drehzahlabhangiger effektiver Widerstand:
R'(w)=R+ Lt @ (16.66)
T =yii=Lgi? (16.67)

Das Drehmoment hdngt quadratisch vom Strom ab und ist deshalb immer positiv oder Null
(Eine Anderung des Vorzeichens ist nur durch Wechsel der Verschaltung von Erreger- und

Ankerwicklung mdglich, also mit i =i, =—ig.)
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Stationdre Drehmoment-Drehzahl-Charakteristik des Reihenschlussmotors:
U=R'(®)]=(R+LE ) (16.68)

Leu?  Lpu?
R?(w) (R+LE w)?

T=LLI?= (16.69)

Die Abhéngigkeit des Drehmoments von der Drehzahl ist bei konstanter Spannung also eine
Hyperbel mit einer Asymptote bei

R
Le

w= (16.70)

Wird der Reihenschlussmotor mit konstanter Spannung betrieben und dabei mechanisch
entlastet, also T — 0, wéchst die Drehzahl Gber alle Grenzen, @ — o (s. Bild); der Motor
,geht durch® und kann sich ggf. durch die anwachsenden Fliehkrifte selbst zerstoren. ES ist
daher gefahrlich, einen Reihenschlussmotor ohne Last zu betreiben.

Bei negativer Drehrichtung @ <0 arbeitet der Reihenschlussmotor bremsend, fur

< —— (16.71)

dartiber hinaus auch generatorisch, da sich dann unterschiedliche VVorzeichen von Strom und
Spannung ergeben.

-RIL g
()]

Bild 16-22: Drehmoment-Drehzahl-Kennlinien des Reihenschlussmotors fur verschiedene
Spannungen U bei Gleichspannungsspeisung
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Da das Drehmoment nur quadratisch vom Strom abhangt, kann ein Reihenschlussmotor auch
mit Wechselspannung gespeist werden. Um dies zu untersuchen, wenden wir die komplexe
Wechselstromrechnung an. Es muss sorgfaltig zwischen der mechanischen Drehfrequenz
und der elektrischen Frequenz, die hier mit o, bezeichnet werden soll, unterschieden

werden:

U=R(0) I+ joLl (16.72)
T 16.73
“TR(0) + oL (16.73)

Das Drehmoment ist bei WS-Speisung nicht konstant, sondern pulsiert wegen
T(t) = LEi%(t) (16.74)

mit der doppelten elektrischen Frequenz 2w, . Das mittlere Drehmoment ergibt sich wie folgt
aus dem Strom- bzw. Spannungseffektivwert:

— ’ _2 r 2 LI’EU 2
T=Lgi"=Lgl"=— o (16.75)
R (@) + og L
Drehmoment-Drehzahl-Charakteristik:
(R (@) + w312) T = LLU2 (16.76)
_ LL
T= : u? (16.77)

(R+LE of +afL?

Das mittlere Drehmoment ist also bei gleichem Spannungseffektivwert bei WS-Speisung
etwas Kleiner als bei GS-Speisung. Auch zeigt sich keine Asymptote bei @ =—-R/Lg, sondern
nur das Drehmoment-Maximum.
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-RIL o
()
Bild 16-23: Drehmoment-Drehzahl-Kennlinien des Reihenschlussmotors fiir GS-Speisung
(oberste Kurve) und verschiedene Frequenzen bei WS-Speisung, der Spannungseffektivwert
U ist fur alle Kurven konstant

w<0

Bild 16-24: Strom-Spannungs-Kennlinien des Reihenschlussmotors fiir verschiedene
Drehzahlen
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17 Linearmotor

17.1 Grundprinzip, einphasiger Linearmotor

Fe

Bild 17-1: Prinzipbild Linearmotor

Bezeichnungen:

Luftspalt
Bewegungskoordinate des Laufers
Statorfeste Koordinate

Normalkomponente der magnetischen Flussdichte
Erregerstrom

Zahl der Erregerwindungen

Phasenstrom (,,Ankerstrom‘ vgl. Gleichstrommotor)
Polflache

Polteilung

aktive Leiterlange

Oz T e X O,
m

>

Sinusformige Approximation des Erregerfeldes:

b(&, x) =b cosi—_pxrr (17.1)

Ungefahre Abschatzung des Scheitelwerts der magnetischen Flussdichte aus dem
magnetischen Erregerkreis, Vernachlassigung der magnetischen Widerstande der Eisenwege:

p = HoNele (17.2)
26
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Kraftwirkung auf einen Leiter des Stators mit Strom i, der sich an der Position & befindet:

F =1Ibi=blicos® %7 (17.3)
Tp
Leiter a ist an den Positionen & =0 und & =7, und entsprechend periodisch fortgesetzt, aber
nur jeweils zwei Leiter davon befinden sich im Erregerfeld. Gesamtkraft auf Leiter a:

F,= 261 N cosx—ﬁ (17.4)
Tp

Richtung der Vortriebskraft hdngt vom Stromvorzeichen und der L&uferposition x ab.
Erzeugung einer gleichgerichteten Vortriebskraft entweder durch Stromkommutierung wie
beim Gleichstrommotor oder durch Einspeisung eines Wechselstroms:

i, =1cosp,(t) (17.5)
F, = 261§ cos2~ cosg, (1) (17.6)
T
p

Wahl des Strom-Phasenwinkels abhéngig von der Position x:

00 =20 17.7)
p
F,(t) = 2b1i cos? o, (t) = F, cos? g, (t) (17.8)

Resultat: Vortriebskraft nur in eine Richtung, aber pulsierend. Scheitelwert und mittlere Kraft:

~

F, = 2bl
F, =bl

(17.9)
(17.10)

a

|
a
1

Induzierte Spannung der Leiterschleife a kann aus der Leistungsbilanz gewonnen werden:

pme = Fax = uaiia (1711)
2b1i, cos % X =U,l, (17.12)
Tp
~ X . A X Tp ZTpBI n
u, =2blcos— x=2blcosp, ¢, — = @ COS @, =y @ COSQ, (17.13)
T V4 T

p

U, =¥ @CoSgQ, (17.14)
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mit

(17.15)

. () | vas =97 @c0s 2 (1)

Bild 17-2: Elektrisches Ersatzschaltbild des einphasigen Linearmotors

17.2 Zweiphasiger Linearmotor

Idee zur Vermeidung der Kraftpulsation: Zweites, phasenverschobenes Wicklungssystem:

X
Fe i
E
® XX G{
® PR ®
Q] 19

la

®
a b a
Fe p >

Bild 17-3: Zweiphasiger Linearmotor

Kraftwirkung auf Leiter b, Positionen £ =7z,/2 und & =3r,/2:

Xwr

F, =2l Bib COS[— — EJ (17.16)

Tp

i, =1cosp,(t) (17.17)
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F, =2l chos(x—” - %J cos g, (t) (17.18)
p
Wahl:
o (1) = X(th ST =07 (17.19)
R, (t) = 21bi cos? g, (t) = 21bi cosz(goa(t) —gj = 2Ibisin? g, (t) (17.20)
Gesamtkraft:
F(t) = F, (t) + Fy (t) = 2167 (cos? g, () + sin® g, (t) )= 21 bi = const. (17.21)

Gesamtkraft ist nun konstant, erfordert aber zwei Wicklungen (4 Anschliisse), die
phasenversetzt gespeist werden mussen.

u, () | vai =7 @cos 0, 0

Uy () lubi = wcos ¢ (t)

Bild 17-4: Elektrisches Ersatzschaltbild des zweiphasigen Linearmotors
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L0 i)

/ ;
ANVANVE

e [RO RO

ACLCLANER)

Bild 17-5: Zeitlicher Verlauf der beiden Phasenstrome und der Krafte
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17.3 Drehstrom-Linearmotor

Bild 17-6: Dreiphasiger Linearmotor

F, = 2b1i, cos ™~ (17.22)
Tp
AL Xmw 27
F, = 2IDbi, cos(— ——] (17.23)
7, 3
AL XT 2r
F. =2lbi, cos(— + —] (17.24)
7, 3
iy (t) =Tcosp,(t) (17.25)
i, (t) =1 cos ¢, (t) (17.26)
i (t) =1 cos g, (t) (17.27)
mit
x(t
@, (1) = )z (17.28)
Tp
x(t)z 2z 27
t) = o )-==
@ (1) o3 ?a(t) 3 (17.29)
x(t 2 2
@ (t) = )z +?ﬂ =@, (t) + ?ﬁ (17.30)

Tp
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—

F,(t) = 21bi cos? p, (t)

F, (t) = 21bi cos? g, (t) = 2l BfCOSZ(gDa (t) _2?”)

F.(t) = 2Ibi cos? g (t) = 2I chosz(gpa (t) + 2?”}

Gesamtkraft:

F()=F.@O+F @)+ F(@)

=2l 6f|:C082 @, () + cosz(goa t) - %Zj + COSZ((/)a (t) + 2z

F(t)=3lbi
Ebenfalls keine Drehmomentpulsation!

Summe der Strome:

(17.31)

(17.32)

(17.33)

(17.34)

(17.35)

(17.36)

o) =1, ) +i,(t) +i. () = f{cos @, (1) + cos(qoa ) - 2{] + cos(goa )+ %H =0 (17.37)

Die Summe ist Null (dies ist beim zweiphasigen Motor nicht der Fall!). Umsetzung dieser
Erkenntnis in technischer Realisierung: Es werden nicht 3x2 Klemmen fir die Stromzufuhr
bendtigt, sondern nur 3, da der gemeinsame Ruckstrom Null ist und deshalb keinen Leiter

bendtigt (Sternschaltung):

u.
: R L —2,
h_:l_/\r\’v\_@i
u, X
u.
. R L ",
AIE_:I_/\(W\_@_4
u, .
. R L e,
:ﬁ_:'_/\r\’v\_%
u

Bild 17-7: Elektrisches Ersatzschaltbild des Drehstrom-Linearmotors
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BRI

—

IR

Bild 17-8: Zeitlicher Verlauf drei Phasenstrome und der Krafte

Bild 17-9: Stator des Transrapid
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18 Drehstrom

18.1 Energieubertragung

Betrachtung eines Drehstromsystems aus dem Blickwinkel der Energietbertragung.
Ausgangspunk:

1. Energielibertragung mit Gleichspannung tber Doppelleitung:

Erzeuger Doppelleitung Verbraucher

Bild 18-1: Energielibertragung tiber Doppelleitung

Ubertragene Leistung:

p(t) = P =UIl = const. (18.1)

Leitungsverluste:
R, =2R 12 (18.2)

Relative Verluste:

Wirkungsgrad der Energietibertragung:

1
n= = (18.4)
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2. Energietibertragung mit Wechselspannung tber Doppelleitung:

Gleiche Verhaltnisse wie bei Gleichspannung, aber oszillierende Momentanleistung:

S =ul (18.5)
p(t) = P+ Scos(2at + ¢, + ;) (18.6)
Verlustfaktor:
2
R2RIT g b (18.7)
P Ul U

3. Energietibertragung mit Drehspannung Uber drei Leiter:

R
L I
— 1
Uoio l UlZl U,
R, I,
— "
u 023 l R U 231 u 2
L I
— "
U3
Erzeuger Leitung Verbraucher

Bild 18-2: Energielibertragung tber Drehstromleitung

Annahme eines symmetrischen Drehspannungssystems (gleiche Amplituden, um 120°
versetzte Phasen):

Uy (t) =/2U cos(at + ¢,) (18.8)

u,(t) =~2U cos(a)t—%”ﬂpu) (18.9)

2
Uy (t) = v2U cos(at +?”+ ,) (18.10)
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i, (t) = /2 I cos(at + ;) (18.11)
i, (t) =2 | cos(at —2?” + ) (18.12)
i () = v/2 | cos(wt + %” + ) (18.13)

Die Summe der Strome und der Spannungen in einem symmetrischen Drehstromsystem ist
stets Null.

Ubertragene Scheinleistung:

S =3ul (18.14)
Leitungsverluste:
R, =3R 12 (18.15)
Verlustfaktor:
V:%v:?’;b'lz :RLUL (18.16)

Aul3enleiterspannungen (verkettete Spannung):

Uy, (t) = u, (t) —u, (t) = 2U {cos(a)t +¢,)— cos[a)t - 2?7[ + 0, ﬂ
=-/2U 23in%sin(a)t+(pu —%) =2,3U sin(— ot -, +%) 14 (18.17)

=\/§\/§U Cos(a)t+gou +%)

Die AulRenleiterspannung ist um V3 groRer als die Strangspannung.

Begrenzende Grofen fir ein Kabel sind seine maximale Stromtragfahigkeit und die maximale
Spannung (Isolationsfestigkeit). Damit zwischen den Leitern die gleiche Spannung wie beim

Einphasen-System anliegt, muss die Strangspannung um V3 herabgesetzt werden
U >U/43.

14 cos X —COS y =—25in %sin %
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Selbst dann ist der Verlustfaktor

P

R _ 3RI? |
P

= V3R, — (18.18)

V: - =
3U /43l U

besser als beim Einphasensystem. Die dann tibertragene Scheinleistung ist
S =./3Ul (18.19)

D.h. bei gleichen Leiterstromen und gleichen AufRenleiterspannungen Ubertragt ein Drei-
Leiter-Drehstromkabel mit 1,5-fachem Materialeinsatz (3 statt 2 Leiter) und 1,5-fach héheren
Verlusten das 1,73-fache der Leistung einer Doppelleitung. Das ist eine Erhéhung der
Ausbeute um 15%.
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18.2 Komplexe Zeiger der Sternschaltung

U o

Bild 18-3: Sternschaltung aus jeweils gleichen Impedanzen Z :

Strangspannungen: U,
Strangstrome: 1;

AuBenleiterspannungen oder verkettete Spannungen: U; =U; -U ;

Bei der Sternschaltung sind AuRenleiterstréme und Strangstréme gleich.

Annahme eines symmetrischen Drehspannungssystems, d. h. die Strangspannungen seien
sinusférmig, von gleicher Amplitude und Frequenz sowie ihrer Phasenlage um jeweils 120°
versetzt. Beschreibung durch komplexe Zeiger, Momentanwerte der Strangspannungen:

Uy (t) = v/2U cos(at + ¢, ) =2 Re(U, e (18.20)
U, (t) = v2U cos(a)t—%”wu):\/ERe(L_Jzei”‘) (18.21)
U (t) =+/2U cos(wt + 2?7[ +9,)=+2 Re(li3 ej”t) (18.22)

Mit dem 120°-Drehoperator

2

N

(18.23)

I
I

D
w|
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folgt
U,=a"u, (18.24)
Us;=aU, (18.25)
Eigenschaften des Drehoperators:
at=a’, a*=-a, a’-1, a =a’ (18.26)
Verkettete Spannungen:
_j2® iz
Up=U,-U,= (1—9_1)Q1 = (er 3 ]Ql =3¢’ U,= _j\/géul (18.27)

By i AT i :
U23:U2—Q3:(§ 1—§)Q1(e -e 3 ]Lll\/ge nglz_J\/ngl (18.28)

2r 5
+]— J— . _
Uglus—ul(a—l)ul[e 3 - ]ulﬁe 5U,=-j3a"U, (18.29)

Die Effektivwerte der verketteten Spannungen sind um V3 groRer als diejenigen der
Strangspannungen.

U,

Bild 18-4: Komplexe Zeiger von Strang- und Aul3enleiterspannungen
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Strangstrome:
U,

Das symmetrische System der drei Spannungszeiger bzw. der drei Stromzeiger kann
stellvertretend durch einen einzigen Strangspannungszeiger U =U, und einen einzigen

Stromzeiger | =1, beschrieben werden:
U=2I (18.31)
Zur Leistung tragen alle drei Strange bei, komplexer Zeiger der Scheinleistung:

S=51+3,+3;

=U,l; +U,l, +Usl,

=Usl; +a'Usaly +aUsa’ly —
=3U 1 =3212
Wirk-, Blind- und Scheinleistung:
P = Re(S) (18.33)
Q=1Im(S) (18.34)
S =S| (18.35)
Momentanleistung:
p(t) = uy (£)iy (t) +u, (t)i, (t) +ug(t)iz (t) = P = const. (18.36)

In einem symmetrischen Drehstromsystem ist die Momentanleistung gleich der Wirkleistung,
sie pulsiert anders als im Einphasensystem nicht.
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18.3 Komplexe Zeiger der Dreieckschaltung

Bild 18-5: Dreieckschaltung aus jeweils gleichen Impedanzen:

Strangstrome: 1 ;
AuBenleiterstrome: I; = 1;; — L (i, j, k zyklisch)
Strangspannungen: U ;

Bei der Dreieckschaltung sind AuBenleiterspannungen und Strangspannungen gleich.

11

1P

Bild 18-6: Komplexe Zeiger von Strang- und Aulenleiterstrémen

Die Effektivwerte der AuBenleiterstrome sind um den Faktor /3 grolRer als die der
Strangstrome.
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18.4 Umrechnung zwischen Stern- und Dreieckschaltung

Bild 18-7: Umrechnung zwischen Stern- und Dreieckschaltung

Ausgangspunkt fur die Umrechnung ist der Innenwiderstand zwischen jeweils zwei
Klemmen, wobei die die dritte offen bleibt. Einerseits wird dann dieser Innenwiderstand
durch die Elemente der Stern- und andererseits durch diejenigen der Reihenschaltung
ausgedrickt:

L1yl + 21253
Lipg+Zy+Ly

L2y +Zy,=2p||(Zsy+2Z53)=

Lyglip+ZLyly
Ly +Zy+Ly

Zy+Z3=Lyl(Zp+2y)= (18.37)

LyZopg+Zyly

Z3+Zy =2y |[(Zpn+2Z5))=
Lipg+Zy+Ly

Wenn zwei dieser Gleichungen addiert und die dritte subtrahiert werden, ergeben sich die im
Folgenden links stehenden Ausdriicke.

Z _ ;12Z31
=1 —
Ly +Zy3+2Ly
Z.,.Z
Z,=——=8=L 18.38
Ly +Zy3+2y ( )
Z.= Ly Zys

3
Ly +Zy+2y

Diese stehenden Gleichungen rechnen also die in einer Dreieckschaltung gegebenen
Impedanzen in 4quivalente Impedanzen einer Sternschaltung um.

Diese Gleichungen koénnten nun nach den Impedanzen der Dreieckschaltung aufgelost
werden, um die Umkehrbeziehungen zu erhalten. Ein wenig Ubersichtlicher ist es, erneut von
einer Klemmenbetrachtung auszugehen: Jetzt sollen je zwei der Klemmen untereinander
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kurzgeschlossen werden und deren Admittanz zur dritten Klemme jeweils in Dreieck- und

Sternschaltung untersucht werden. Das ergibt die folgenden Gleichungen:

Yoty = 1 CYRY, +YY,
Y+l = =
i_,_ 1 Y +Y,+Y,
Y, Ysa+Y,
YooY = 1 Y Y, +Y, Y,
TEOTEL LY Y, Y,
Y, Yi+Y5
Yo 4V = 1 CY,Ya+Y,Y,
Yo +Yg = =
i_,_ 1 Y, +Y,+Y,
Y Y,+Y,

(18.39)

Das ist aber wieder die gleiche Gleichungsstruktur wir schon im System (18.37), weshalb sich

auch wieder eine Losung nach der Struktur von (18.38) ergibt:

Y,Y,
Y= —Y
Yi+Y,+Y,
YaY,
131 = Y
Y +Y,+Y,
Y, Y,

AN :114_!2 +!3

Fir den Spezialfall jeweils gleicher Impedanzen eines symmetrischen Systems mit

und

ergibt sich

bzw. fiir die zugehdrigen Admittanzen:

Y, =3¢, baw. Y, =Y,

(18.40)

(18.41)

(18.42)

(18.43)

(18.44)
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A Griechische Buchstaben

Die Kenntnis der griechischen Buchstaben ist fiir Ingenieure zwingend. Peinlich wird es,
wenn zwar die Schriftzeichen also solche beherrscht, aber in der mindlichen Diskussion die
Symbole nicht korrekt benannt werden kénnen.

Majuskel Minuskel Name
A* o Alpha
B* B Beta

r Y Gamma
A d Delta
E* € Epsilon
Z* ¢ Zeta
H* n Eta

C] 0, 9** Theta
I* 1 lota

K* K Kappa
A A Lambda
M* il My

N* \ Ny

=X & Xi

O* o* Omikron
IT T Pi

p* p Rho

> o, c* Sigma
T* T Tau

Y* v Ypsilon
() d, p** Phi

X* X Chi

by s Psi

Q ® Omega

* Wegen Ubereinstimmung mit lateinischen Typen werden diese griechischen Buchstaben
nicht als mathematische Symbole verwendet, das Schluss-Sigma ¢ wird ebenfalls nicht
benutzt.

** Die typografische Darstellung dieser Minuskeln variiert je nach Schriftsatz.
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Anhang S. iv

C Kleines deutsch-englisches Glossar

Englisch als Fachsprache ist heute nicht mehr zu umgehen. Daher sollten sich angehende
Ingenieurinnen auch mit den englischen Fachtermini vertraut machen. Allgemeine

Worterbicher fihren machmal in die Irre.

Admittanz admittance

Anker armature

Anschluss terminal

Arbeit work

Bandbreite bandwidth

Blindleistung reactive power
Bodediagramm Bode plot

Dé&mpfung damping

Drehmoment torque

Drehzahl rotational speed, revolution speed
Dreieckschaltung delta connection

Drossel inductor, choke

Durchflutung magnetomotive force (MMF)
Effektivwert root mean square (RMS) value

elektrische Feldstarke

electric field strength

Elektromotorische Kraft

electromotive force (EMF)

Elektrotechnik

electrical engineering

Energie energy

Erregung excitation

Feld field

Formfaktor waveform factor
fremderregt separately excited
Frequenz frequency
Gleichspannung direct voltage, DC voltage
Gleichstrom direct current, DC

Gleichstrommotor

DC motor

Gleichstromsteller

DC-DC converter

Gute

quality factor

Hauptinduktivitat

mutual inductance

Hochsetzsteller

boost converter

Impedanz impedance
Induktivitat inductance
induzierte Spannung induced voltage
Kapazitat capacitance

Knoten node

Kondensator capacitor, condensor
Kraft force

Kurzschluss

short circuit

Kurzschlussstrom

short-circuit current

Ladung

charge

Last

load

Leerlaufspannung

open-circuit voltage, off-load voltage
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Anhang S. v

Leistung power
Leistungsfaktor power factor
Leitwert conductance, conductivity

magnetische Feldstarke

magnetic field strength

magnetische Flussdichte

magnetic flux density

magnetische Spannung, Durchflutung

magnetomotive force (MMF)

magnetischer Fluss

magnetic flux

Magnetisierungsstrom

magnetizing current

Masche mesh

Mittelwert mean, average value
Netzwerk network

Ortskurve frequency response locus
Parallelschaltung parallel connection
Quelle source

Reihenschaltung series connection
Resonanzfrequenz resonant frequency
Schaltkreis circuit

Scheinleistung

apparent power

Scheitelfaktor

crest factor

Spannung voltage
Spannungsquelle voltage source
Spule coil

Sternschaltung

star connection, Y-connection, wye connection

Streuinduktivitat

leakage inductance

Strom current
Stromguelle current source
Tiefsetzsteller buck converter
Transformator transformer

Ubertragungsfunktion

transfer function

Wechselspannung

alternating voltage, AC voltage

Wechselstrom

alternating current, AC

Wicklung winding
Widerstand resistance, resistor
Windung turn
Winkelgeschwindigkeit angular velocity
Wirkleistung active power
Wirkungsgrad efficiency

Zeitkonstante

time constant




