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Einleitung
Grundschaltung
S;; = 2kTG
1 1 ¢ Sii(w 1 2kTG
Syy=—1|S = R dw =
uu 272...‘ UU(a)ha) ZEJ“Y(Q))‘z @ 27Z-J.GZ+G)2C2

2
Sgq = Suu*C~ =KTC

@ Beispiel: gy, =+/Su =+/K-300K/1pF =64 1V
@ Gilt auch fir G = 0. Aber wie lange mu3 G > 0 gewesen sein?

Ladungsverstarker, z.B. flir kapazitive Sensoren
@ Zeitvarianter Leitwert G modelliert einen Schalter.

@ ,Der Integrator sorgt fiir u =0, und C wird nicht geladen.”

Sqq ~ KTC'
L o @ Stimmt diese Behauptung? Wie klein mul3 7 sein?
luz @ |Instationdre Rauschanalyse beliebiger nichtlinearer
zeitvarianter Schaltkreise im Zeitbereich?
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Lineare zeitvariante Systeme

@ Furt <t, seider Leitwert nur 1/10 seines Nominalwerts G.

l” @ Antwort (Wirkung) zum Zeitpunkt T auf Stromimpuls (Ursache)
hangt natdrlich von dessen Zeitpunkt t, ab, aber ...

@ ... hier nicht nur von der Altersvariablen T =t—1, !

h(t,t;)-C

Zeitvariante
Impuls-
antwort  oe

1

04

0.2

0

@ Far kompliziertere

Eingangssignale
erhalten wir das
Ausgangssignal durch
das bei linearen
Systemen zulassige
Superpositionsprinzip!

wit)= [ty vl )
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Signale in linearen Mehrtoren

{; = Zeitpunkt der Ursache; t = Zeitpunkt der Wirkung; T =t—t= Altersvariable; kausal: T >0

Typ zeitinvariant zeitvariant
Zeitbereich o/t o/t
(nichtkausal/ Ih (t =ty )v(t; )dt; )= [h(t.t)v(t)dt; = f h(t,t=T)v(t-T)dT
kausal) —o0 ~0/0
ourlerrans- |y - [h(MeTAT | Ho.t)= [ht-T)eITaT
(nichtkausal/ _100/0 _OO/? 0 .
kausal) h(T)=— '[H( Je 19T 4 h(t,t-T)=— J‘H(a),t)eja)Tda)

2 - 2 -
Ausgangs- 1 % jot 1 5 joot
signal w(t)= Z__[OW(W)E‘ do = E_J;Ow(w’t)e do
Spektrum W(w)=H(o)V(®) W(w,t)=H(w,t)V(®)
aus B < joot Berechnung von W(w,t) aus w(t) 1st nicht
Zeitsignal W(w)= J wi(tl™ ' dt moglich.
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Stationare und instationare Zufallsgrof3en
(.) = Scharmittelwert

Typ stationdre Zufallsgrof3en, instationare Zufallsgrof3en,
zeitinvariante Mehrtore zeitvariante Mehrtore
Korrelations-
aore O s (e)= (Vv (t-7)) s (7.1) = (V(t +7/2)v* (t-7/2))
’jllgf If;fsgangs- Suw(7) = (WO (t- 7)) = Suw(7,1) = (W(t+ /2)w* (t-7/2)) =
© % © 9 (h(t+7/2,t +1t /25y (t, 1)
h(—t t, ™ (t, —t; — 7 )dt,dt
T ekt ooy | [ (0170 P
Fourier- % 0 .
transformation | (@)= IS(T)e_deT S(ew,t)= jS(T,t)e_JwTdT
(0)= [S(w)e*do (o)=L [S(o.te* do
2r " ox ’
Ausgangs-

spektrum
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Spezialfall weil3es Rauschen

Fiir eine passive, zeitinvariante Leitwertmatrix

Y(o) gilt S;i(0)=KT(Y(w)+Y*(a)) .

© R. Noé

1 ,////// |
Spezialfall: S,y (@,t) hingt nicht von @ ab. //
08l 4 AV
= Sy(7,t)=6(r)S,,(t) WeiBes Rauschen ""'W“%w’%%%% W’W
S, (1) Weilles, instationéres §°-6\”/ Il
WA Korrelationsspektrum (Matrix) < 7
Korrelationsfunktionsmatrix: S
orrelationsfunktionsmatrix: R )
S (7.1) = o
[h(t+2/2,5)Sw (t )™ (t—7/2,t )dty
Kovarianzmatrix: - - tarG/C
Sww(t)=Suw(0,t)= | h(t,t;)S,,(t; )h™ (t.t; )dt
(1) =S (0:1) _'[O (16)Sw(0)n" (L4 )b Instationare Korrelationsfunktion
Problem: Zeitvariante Impulsantwortmatrix muf3 der Spannung an einer I.(apa.zitéit mit
fur alle t, t; bekannt sein. Normalerweise ist aber parallelgeschaltetem zeitvariantem
tiberhaupt keine Impulsantwort bekannt!

Leitwert (gemal} Folie 3)
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Vorlbergehende Zeitinvarianz

Bei zeitinvarianter Impulsantwort gilt fiir die Kovarianzmatrix:
00)

Suw(t) = Ih(t ~;)Syy (t )h™ (t -, )dt,
In der Regel wird dabei auch das Rauschen stationar sein.
Wenn Schalten instantan erfolgt, gilt das in bestimmten Zeitintervallen. Falls die Schalter

zwischen t° und t in ihrer Position bleiben, gilt in kausalen Systemen:

Sua)= [ )0 1)1 (€t )ty + 5yt +0)

Aufeinanderfolgende Integration iiber mehrere solche Zeitintervalle 1st moglich, falls das
Schalten die Kovarianzmatrix nicht dndert:

Syt +0) =5, (t'=0)
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Rauschberechnung in zeitdiskreter Zustandsmaschine

Zeitdiskretisierung: t =not

Zustandsgleichungen:
Xn+1 = AnXy +Bpvp V, Eingangssignalvektor Xy Zustandsvektor
w, =C.x, +D,V, W, Ausgangssignalvektor n zeitlicher Index

Zustandsvektor X, hingt nur von vergangenen Eingangssignalvektoren Vi, (m<n) ab.

Da das Rauschen weiB sei, sind V, und Vv, (m<n) unkorreliert, ebenso v, und X, .

— _ +\ + +
Sxx,n+1 - <Xn+1Xn+1 > - Ansxx,nAn + anvv,an

+ + +

Sww,n = <Wan > — Cnsxx,ncn + Dnva,nDn

Diskrete Zeitschritte 6t = Sy = ot Sw.n
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Rauschberechnung in Schaltkreissimulator

Gesucht: Kovarianzmatrizen von Ladung Sqqn und Spannung Sy, n
g °qq, P g :

N

Spannungsabhingige Kapazititen: Gn =Qn(Up) Q, ist eine nichtlineare und

itvariante Funktion.
U, enthélt alle Knotenspannungen. #CTVAHANTE Tuneton
Ladungsvektor (), enthidlt nur die unabhédngigen Ladungen; ihre Anzahl ist ggf.
kleiner als die der Kapazititen..

Knotenladungsvektor (alle Ladungen) = Inzidenzmatrix K, mal q,, .

Inzidenzmatrix K enthilt 1, wo eine unabhidngige Ladung (Spalte) eine Knotenladung
(Zeile) 1st. Falls die unabhiangige Ladung (Spalte) nicht gegeniiber Masse, sondern gegeniiber
einem anderen Knoten (weitere Zeile) definiert ist, steht dort —1. (Beispiel: Kondensator

zwischen 2 Knoten; Knotenladungen sind 1mal bzw. —1mal Kondensatorladung.)
Knotenstrome: i, =1, (u, )+ K4y, I, ist eine nichtlineare und zeitvariante Funktion.
d, Vektor unabhingiger Strome, die in die Kapazititen flieBen

I, Knotenstromvektor

Implizite Notation: qp = Q,(up) kann nicht invertiert werden, nicht einmal im linearen Fall!
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Transientenberechnung mit impliziter Notation

Schaltungsbeispiel mit Kapazititsinsel 1 Cb-oz
ohne kapazitiven Pfad nach Masse: ‘

Ideales Verhalten,

Steilheit S
Kn

i ] \Al | il [0 0 |1 u]

I A I u

! [(u,u))+| g E | :

L |= -1 L =S 0 | —=1]u,

Ay, N Yy = 1T T T

g [Qup,uy) ] q) [C -Clo0]q,
Losung nach Uj,U,,q 1st immer moglich! Das gilt natiirlich auch im linearen

Fall (Systemmatrix invertierbar)!

Nach Erhalt von ( 148t sich ein neues ( berechnen
und die Gleichungen werden erneut gelost, usw..
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Inhomogene Losung im linearen Fall

Linearisierung im Arbeitspunkt, zu jedem Q n (U n ) =C, U, in (U n ) =G U,
Zeitpunkt der Transientensimulation: :

dn =Chu, I, =Ghu, +Kyqy
Die Variablen sind jetzt Kleinsignalgro3en, insbesondere Rauschen.
Inhomogene Losung ist Superposition:

Up =Upgq +Up; dn =0n,q tdn,

Homogene Losung (Index ) nur durch
Ladungen bedingt, ohne Strome:
0= Gnun,q + ann,q

Spezielle Losung (Index 1) nur durch
Strome bedingt, ohne Ladungen:
in = Gnun,i + KnQn,i

Un :Cnun,q 0:Cnun,i

Differenzial: ¢(t)= qn“&_qn Une1 = (qn + 0t q )+ otqn i
Hangt nur  Hangt
von i, ab nur von
(h <n)! i, ab!

Wir brauchen diese Darstellung, weil diese beiden Terme unkorreliert sind!
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Zeitabhangige Kovarianzmatrixberechnung (1)

Sqq,n+1 = <q n+1q;+1> = Tq +Ti Tq = <(qn + 5tq n,q )(qn + 5tq n,q )+> Ti - 5t2<q n,iq;;,i>
Losung fiir To:  sq, ) = <q 0 n+> ist bekannt.

Un =1Un,j ]rn,q Ladungsvektor (Lange k; j = 1...K) wird dargestellt als Summe von k Termen.

[CI n, | =[G| n1>0n2 s Ank ] Matrix, bestehend aus festen Ladungsvektoren

Mg = [rn,q,l s Th.g,20 Mn g k ] Statistisch unabhingige, mittelwertfreie Zufallsgrofen, o2 = 1.

<rn,q rn,q+ > =1 Sgqn <[qn J]rn a g [qn J]+> = [CIn,j ][Qn,j ]+ hermitesch, positiv semidefinit
Sqa.n = Ag diag(lq’j) a A, orthogonal Ag.j 20 Vergleich: [Qn,j ]: Aq diag(%)

0= Gnun,q + ann,q

C ein Un,q,j berechnet, und so erhilt
an = nun,q

Fiir jedes Qp j wird mit Hilfe von

man ( n,g = [q n.,q, j ]rn,q .
Einsetzen liefert: Ty = ([q n, | ]+ 5t[q n,g, | ])([q n, | ]+ 5t[q n,d, ] ])+
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Zeitabhangige Kovarianzmatrixberechnung (2)

Sqq,n+1 = <q n+1q;+1> = Tq +Ti Tq = <(qn + 5tq n,q )(qn + 5tq n,q )+> Ti - 5t2<q n,iq;;,i>

Losung fur T;: s ) = <inin+> = ot Sijn Ist bekannt.

I, = [i n,l ]rn,i Stromvektor (Lange m; | = 1...m) wird dargestellt als Summe von m Termen.
[in,l ]:[i n1o0n2sees n’m] Matrix, bestehend aus festen Stromvektoren

i = [rn,i,la Mni2stnim ]+ Statistisch unabhingige, mittelwertfreie Zufallsgrofen, o2 = 1.
<rn,irn,i+> =1 Sii.n = <[in’| ]rn,i rn,iJ’[in’, ]+> = [in,l ][in,l ]+ hermitesch, positiv semidefinit
Sii.n = A diag(lu )A.Jr A, orthogonal A1 20 Vergleich: [inJ ]: A, diag(\/m)

. . . A in =C;\‘nun,i"'KnQn,i ) .
Fir jedes 1, wird mit Hilfe von ein (| berechnet, und so erhélt

nun,i
man ;= [qn,i,l ]rn,i°

Einsetzen liefert: T = St [CI n,i,l ][CI n,i,l ]+



Rauschberechnung in Schaltkreissimulator L@ Univ. Paderborn © R.Noé 14

Zeitabhangige Kovarianzmatrixberechnung (3)

[u n.q. j ]: [u n,q,laun,q,Za---:un,q,k] Spannungsvektoren passend zu [Qn,j] und [qn,q,j]

[u il ]: [u nil>UnizsesUnim ] Spannungsvektoren passend zu [i o ] und [q n.il ]
Kovarianzmatrizen der Spannungen:
Suu,q,n = <[un,q,j ]rn,q rn,qJr [un,q,j ]+> - [un,q,j ][un,q,j ]+

Suu,in = <[U n,il ]rn,irn,i+ [U n,il ]+> = [U n,il ][U n,i,l ]+

Suu,n = Suu,q,n +Syu,i,n
Nur Sgq, und Sy, 4, betreffen kT/C-Rauschen und haben Tiefpalicharakter!

Syuin 1st weilles Rauschen.
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Spezialfall: Unabhangige Knotenladungen

Unabhingige Ladungen werden gleich Knotenladungen gewéhlt = K, =1

C,, ist symmetrisch und invertierbar.
0=Cpup; Up=Upq+Uy;
Ui =0 Uy =Up q
g,=C,u, 1,=6Gu,+K.q,
Auf jeden Fall erhilt man:
Anst = [1-6tG,C3l)a, + i,

u, =Cqa,
_ 1\t
Sqanst = (L= 1G 1Ch! )sqqnLl-0tG1Cr ) +6t%s;;,
Suun =CrlsgqnCr
uu,n n >qq,n“n

Diese Gleichungen sind schon von der zeitdiskreten Zustandsmaschine bekannt.
Sie konnen nur bei invertierbaren C,, angewendet werden!



Anwendungsbeispiele
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Zeltverhalten der kT/C-Rauschvarianz

ot —>0

Endwert:

Sprungantwort:

Zeitinvariantes System se1 zum Zeitpunkt t = 0 ladungsfrei.

Qn1 = (1-3tG/C)qy + oty Uy =0y /C
2
Sqg.n+1 = (1_5tG/C) Sqq.n +5t25ii,n Suu,n = Sqq,n/c2
S -S Sii  2KTG
_ ~qg,n+l ~qq,n _ _ _

Sqqn =0 = Sqqn =KTC sy, , =KT/C 1/ Zeitkonstante

~2G/C(nst
S0|q,n:(1_e conJere s
qa.n |

= (1 _g 26/t )kTC kTC

i e B

0 0.5 1 1.5 2 25 3

t-G/C
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Ladungsverstarker, Auswertung im Frequenzbereich

Instantanes Ausschalten (Wegnehmen von G) andert nicht die
Kondensatorspannungen. Doch ein Relaxationsprozel3 nach
dem Ausschalten kann sie dndern. Deshalb wird die Ladung
am Eingangsknoten als gesuchte Grofle gewahlt.

q= I(I +G(u, —u))dt =(C+C')Ju-C'u,

Ubertragungsfunktion von Strom zu Eingangsknotenladung:
H(a)):9: C'+ jor(C +c2:)
| G+ jo(Gr+C')+(jow) z(C'+C)

Auswertung im Frequenzbereich:

GzC
Gr+C’

Sqq = — J.‘H ‘ S,,da) kTCeff Ceff =C'+

1 __1(C
Fiir >> —1| gilt syzq =kTC' .
Gr C'(C’ ) = P

_ jor —0
—_— U
cC \LO 2
|
=——|udt
'y
S;; =2kTG
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Ladungsverstarker, Auswertung im Zeitbereich

i=G(u-u,)+(C+C)Ju-Cuy oder [i1 [G -GTu] [q
0=7""u+u, {0_:_7_1 0 }Lz}{uj
q=(C+C')u-Clu, {q':'C+C’ —C’}{U}
Sii = 2kTG | [ 0 I Jlu;

Formal ist das identisch mit:

Gesuchtes Endergebnis:
Sqq’n (1,1)/kT = Ceff

c
%

||
oll
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Transientenanalyse der Signale

(Transientenanalyse ist hier verzichtbar,
weil das System ohnehin linear ist.)

: . |u 1
Relaxation nach Start mit = ;
Transientenanal U2 0
ransi yse
V 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
U, o
- T ==
Ao ]
_ 2
C=10""F RISV
C'=1013F £ R S (e S R SR S
G=10"s I G B A S B
r=2.10""g Bl T S S N S S N S
Gr=2-10""F L S S S TS SO T
5t=10"s AL ]
T =300K LA U TN SO N NS S N A
Integrationsschema: wahlweise I ¢
1. oder 2. Ordnung % 50 10 10 20 20 A0 ;0 40 460 50

107
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Transientenanalyse der Rauschvarianzen

(As )2 Eingangsknotenladungsvarianz yv2  Ausgangsspannungsvarianz

x 10% sqa(1,1) x 10° suu2,2)
ST A8 T T T

s T S i

| | . _13 | | ) | | | | | |
11/kT Ceff 1210 Foooo
********************************************************* SRS SN S SN TS S N S
************************************************ i,

| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
2 i i R A e S A e
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |

—————————————————————————————————————————————————————————

| | | | | | | | |
| | | | | | | | |

15 ,,,,, y___ o o [ o [ [ —
. | | | | | | | |
777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 | | | | | | | | |

————————————————————————————————————————————————————————

4 A O S
CIEE S S T St S S S e
107
@ Ausgangsspannungsvarianz wachst langsamer als Eingangsknotenladungsvarianz.
@ Funktioniert auch flir C=0! = C -10° F=C’

0 0
O 5 100 10 200 250 300 350 400 450 500 0O 5 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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Ergebnisvergleich in Frequenz- und Zeitbereich

GzC
Gr+C’

" Cepr =C'+

Technisch
nutzbarer

13 :
10 ¢ : . i
Bereich
von G7
10-141- i16 14 i12
10 10 10~ Gt [F]

@ Die effektive Eingangskapazitit ist deutlich groBer als erhofft! C,s >C’' (Cy >>C'?)
@ Frequenzbereich (—) und Zeitbereich (O, o) liefern dieselben Ergebnisse!

@ Rauschanalyse (Kovarianzmatrixberechnung) im Zeitbereich erlaubt die
Rauschminimierung durch schaltungstechnische MaBBnahmen!
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Zusammenfassung

@ Allgemeine Methode zur Kovarianzmatrixberechnung von instationarem
Rauschen in zeitvarianten, auch nichtlinearen Mehrtoren

@ Rauschberechnung kann parallel zur Transientenanalyse in herkdbmmlichem
Schaltkreissimulator erfolgen. Implizite Notation ist ausreichend.

@ Minimierung von KT/C-Rauschen durch schaltungstechnische Mafl3hahmen
wird moglich.

22
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Herleitungen (1)

wit)= Jhitt e et

t=t-r r=t-t, h(t,t1)=2LjH(a),t)ejw(t‘tl)da)
T

_ L H(co,t)[ jv(tl)e Joh g Je’”tda)
272_OO i

_ L J‘H(a),t)V(a))eJa)tda)
2
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Herleitungen (2)

SWW(r,t):<W(t+r/2) (- r/2> <jht+r/2 t; v(t; )dts _[v (ty)h* (t-17/2, t4)dt4>

o0 —00

(t+7/2,6) Vit v () (- /2.t )ty Ltl } = {1/2 1/2}?3}

Sl =1ty

Il
0—.8

|
8

h(t+7/2,t +t /2)<v(t1 Tty 2V () —t, /2)>h+(t —7/2,t, —t, /2)dt;dt,

|
3

Il
g8 g8 g8
o—,8

|
3

h(t+7/2,t; +1,/2)s,, (L.t h " (t—7/2,t —t, /2)dt,dt,

c—,8

Bei Zeitinvarianz und Stationaritat ist t beliebig, z.B.t =0

Sy (7 j jh 7/2—t —ty /2)s,y (b T (= 7/2 —t; +1, /2)dt,dt,

—00 —00
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Herleitungen (3)

Stationires Eingangssignal : S,y (t,t1) =Sy (1)

Syw (7 j j h(t+7/2,t +ty /2)syy (th T (t—7/2,t; -ty /2)dt;dty

—00 —00

o0 o0

=ij | [ht+z/2,t +t2/2)Sw(@h* (t-7/2, t —t, /2)e 1?2 dtydt, dew
4 —00 —00
t—

—00
i -ty/2=t-7/2-13 tj+ty/2=t+7/2—-14 h=t-(3+14)/2 ty=r+i3-14
SVWV(Z',t)
1 o0 o0 o0 . -
:zﬂf [ [nt+z/2,t+7/2-tg )7 1M dtySyy (@h* (t-7/2,t-7/2-13 )] Bdtze 1“7 dw
—00 —00 —00
1 .
= jH(a),t+r/2)SW(a))H+(a),t_T/z)ela)fdw
—00

Zeitinvarianz : Sy (@)= H(@)Syy (@)H " (@)



