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Einleitung
Grundschaltung

Beispiel:
Gilt auch für G = 0. Aber wie lange muß G > 0 gewesen sein?
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Ladungsverstärker, z.B. für kapazitive Sensoren
Zeitvarianter Leitwert G modelliert einen Schalter.
„Der Integrator sorgt für u = 0, und C wird nicht geladen.“

Stimmt diese Behauptung? Wie klein muß τ sein?
Instationäre Rauschanalyse beliebiger nichtlinearer
zeitvarianter Schaltkreise im Zeitbereich?

V 64pF 1K 300 µσ =⋅== ksuuuu

CkTsqq ′≈
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Lineare zeitvariante Systeme
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Für t < t2 sei der Leitwert nur 1/10 seines Nominalwerts G. 

Antwort (Wirkung) zum Zeitpunkt t auf Stromimpuls (Ursache) 
hängt natürlich von dessen Zeitpunkt t1 ab, aber ...

... hier nicht nur von der Altersvariablen T = t – t1 !
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Zeitvariante
Impuls-
antwort

Für kompliziertere 
Eingangssignale 
erhalten wir das 
Ausgangssignal durch 
das bei linearen 
Systemen zulässige 
Superpositionsprinzip! 
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Signale in linearen Mehrtoren
= Zeitpunkt der Ursache;  t = Zeitpunkt der Wirkung;              = Altersvariable;  kausal:  1ttT −= 0≥T

Berechnung von W(ω,t) aus w(t) ist nicht 
möglich.
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Zeitsignal

Spektrum

Ausgangs-
signal

Fouriertrans-
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Fourier-
transformation

Ausgangs-
spektrum

für Ausgangs-
signal

Korrelations-
funktionsmatrix

instationäre Zufallsgrößen, 
zeitvariante Mehrtore

stationäre Zufallsgrößen, 
zeitinvariante Mehrtore

Typ

Stationäre und instationäre Zufallsgrößen
= Scharmittelwert.
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Spezialfall weißes Rauschen

( ) ( ) ( )tt vvvv Ss τδτ =,

( )tvvS

⇒ Weißes Rauschen
Weißes, instationäres 
Korrelationsspektrum (Matrix)
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Korrelationsfunktionsmatrix:

Kovarianzmatrix:

Für eine passive, zeitinvariante Leitwertmatrix
gilt                                               .( )ωY ( ) ( ) ( )( )ωωω ++= YYS kTii

Problem: Zeitvariante Impulsantwortmatrix muß 
für alle t, t1 bekannt sein. Normalerweise ist aber 
überhaupt keine Impulsantwort bekannt!

Spezialfall:                 hängt nicht von ω ab.( )tvv ,ωS
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Instationäre Korrelationsfunktion 
der Spannung an einer Kapazität mit 
parallelgeschaltetem zeitvariantem 
Leitwert (gemäß Folie 3)
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Vorübergehende Zeitinvarianz
Bei zeitinvarianter Impulsantwort gilt für die Kovarianzmatrix:
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In der Regel wird dabei auch das Rauschen stationär sein.
Wenn Schalten instantan erfolgt, gilt das in bestimmten Zeitintervallen. Falls die Schalter 
zwischen t‘ und t in ihrer Position bleiben, gilt in kausalen Systemen:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )01111 +′+−−= ∫
′

+ tdttttttt ww

t

t
vvww shShs

Aufeinanderfolgende Integration über mehrere solche Zeitintervalle ist möglich, falls das 
Schalten die Kovarianzmatrix nicht ändert:

( ) ( )00 −′=+′ tt wwww ss
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Rauschberechnung in zeitdiskreter Zustandsmaschine
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Zustandsgleichungen:
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Ausgangssignalvektor           n zeitlicher Index
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Zustandsvektor         hängt nur von vergangenen Eingangssignalvektoren                        ab.  nx mv ( )nm <

Da das Rauschen weiß sei, sind          und                     unkorreliert, ebenso        und        .  
⇒
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Rauschberechnung in Schaltkreissimulator

Gesucht: Kovarianzmatrizen von Ladung            und Spannung

Spannungsabhängige Kapazitäten:

nqq,s nuu,s

( )nnn uQq ˆ= ist eine nichtlineare und 
zeitvariante Funktion.

nQ̂

nu enthält alle Knotenspannungen.

Ladungsvektor          enthält nur die unabhängigen Ladungen; ihre Anzahl ist ggf. 
kleiner als die der Kapazitäten..

nq

Knotenladungsvektor (alle Ladungen) = Inzidenzmatrix         mal .nqnK
Inzidenzmatrix          enthält 1, wo eine unabhängige Ladung (Spalte) eine Knotenladung 
(Zeile) ist. Falls die unabhängige Ladung (Spalte) nicht gegenüber Masse, sondern gegenüber 
einem anderen Knoten (weitere Zeile) definiert ist, steht dort –1. (Beispiel: Kondensator 
zwischen 2 Knoten; Knotenladungen sind 1mal bzw. –1mal Kondensatorladung.)

nK

Knotenströme:                                                   ist eine nichtlineare und zeitvariante Funktion.( ) nnnnn qKuIi &+= ˆ nÎ
Vektor unabhängiger Ströme, die in die Kapazitäten fließennq&
Knotenstromvektorni

Implizite Notation:                            kann nicht invertiert werden, nicht einmal im linearen Fall! ( )nnn uQq ˆ=

Rauschberechnung in Schaltkreissimulator
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Transientenberechnung mit impliziter Notation

Schaltungsbeispiel mit Kapazitätsinsel 
ohne kapazitiven Pfad nach Masse:
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Rauschberechnung in Schaltkreissimulator

1 2
C

ideales Verhalten, 
Steilheit S

Lösung nach                   ist immer möglich! quu &,, 21

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

q
u
u

CC
S

q
i
i

&
2

1

2

1

0
10

100

Das gilt natürlich auch im linearen 
Fall (Systemmatrix invertierbar)!

Nach Erhalt von     läßt sich ein neues q berechnen 
und die Gleichungen werden erneut gelöst, usw..

q&

nK
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Inhomogene Lösung im linearen Fall
( ) nnnn uCuQ =ˆ

Die Variablen sind jetzt Kleinsignalgrößen, insbesondere Rauschen.
Inhomogene Lösung ist Superposition:                        

Homogene Lösung (Index q) nur durch 
Ladungen bedingt, ohne Ströme:

nnnnn qKuGi &+=

( ) nnnn uGuI =ˆ

nnn uCq =

inqnn ,, uuu += inqnn ,, qqq &&& +=

qnnn

qnnqnn

,

,,

uCq

qKuG0

=

+= &

Spezielle Lösung (Index i) nur durch 
Ströme bedingt, ohne Ladungen:

inn

inninnn

,

,,

uC0

qKuGi

=

+= &

( )
t

t nn
δ

qqq −
= +1& ( ) inqnnn tt ,,1 qqqq && δδ ++=+Differenzial:   

Hängt nur 
von ih ab 
(h < n)!

Hängt 
nur von 
in ab!

Wir brauchen diese Darstellung, weil diese beiden Terme unkorreliert sind!

Linearisierung im Arbeitspunkt, zu jedem 
Zeitpunkt der Transientensimulation: 

Rauschberechnung in Schaltkreissimulator
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Vergleich:                      

Zeitabhängige Kovarianzmatrixberechnung (1)

Lösung für Tq :                        

Rauschberechnung in Schaltkreissimulator

( )( ) +++
+++ =++=+== ininiqnnqnnqiqnnnqq tTttTTT ,,

2
,,111, qqqqqqqqs &&&& δδδ

+= nnnqq qqs , ist bekannt.                        

[ ] qnjnn ,, rqq = Ladungsvektor (Länge k; j = 1...k) wird dargestellt als Summe von k Termen.  

[ ] [ ]knnnjn ,2,1,, ,...,, qqqq = Matrix, bestehend aus festen Ladungsvektoren                 

[ ]+= kqnqnqnqn rrr ,,2,,1,,, ,...,,r Statistisch unabhängige, mittelwertfreie Zufallsgrößen, σ2 = 1.   

1rr =+
qnqn ,, [ ] [ ] [ ][ ]+++ == jnjnjnqnqnjnnqq ,,,,,,, qqqrrqs

( ) += qjqqnqq AAs ,, diag λ qA orthogonal                        0, ≥jqλ

hermitesch, positiv semidefinit  

[ ] ( )jqqjn ,, diag λAq =

Für jedes            wird mit Hilfe von                         ein             berechnet, und so erhält

man                                 . 

Einsetzen liefert:            

jn,q

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )+++= jqnjnjqnjnq ttT ,,,,,, qqqq && δδ

qnnn

qnnqnn

,

,,

uCq

qKuG0

=

+= &
jqn ,,q&

[ ] qnjqnqn ,,,, rqq && =
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Vergleich:                      

Zeitabhängige Kovarianzmatrixberechnung (2)

Lösung für Ti :                        

Rauschberechnung in Schaltkreissimulator

( )( ) +++
+++ =++=+== ininiqnnqnnqiqnnnqq tTttTTT ,,

2
,,111, qqqqqqqqs &&&& δδδ

ist bekannt.                        

[ ] inlnn ,, rii = Stromvektor (Länge m; l = 1...m) wird dargestellt als Summe von m Termen.  

[ ] [ ]mnnnln ,2,1,, ,...,, iiii = Matrix, bestehend aus festen Stromvektoren                 

[ ]+= minininin rrr ,,2,,1,,, ,...,,r Statistisch unabhängige, mittelwertfreie Zufallsgrößen, σ2 = 1.   

1rr =+
inin ,, [ ] [ ] [ ][ ]+++ == lnlnlnininlnnii ,,,,,,, iiirris

( ) += iliinii AAs ,, diag λ iA orthogonal                        0, ≥liλ

hermitesch, positiv semidefinit  

[ ] ( )liiln ,, diag λAi =

Für jedes          wird mit Hilfe von                           ein            berechnet, und so erhält

man                            . 

Einsetzen liefert:    

ln,i

[ ][ ]+= linlini tT ,,,,
2 qq &&δ

inn

inninnn

,
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uC0

qKuGi

=

+= &
lin ,,q&

[ ] inlinin ,,,, rqq && =

niinnnii t ,
1

, Siis −+ == δ
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Zeitabhängige Kovarianzmatrixberechnung (3)

Spannungsvektoren passend zu             und         

Rauschberechnung in Schaltkreissimulator

[ ] [ ]kqnqnqnjqn ,,2,,1,,,, ,...,, uuuu =

[ ] [ ]minininlin ,,2,,1,,,, ,...,, uuuu =

[ ]jn,q

Spannungsvektoren passend zu             und           
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Kovarianzmatrizen der Spannungen:                

nqq,s nquu ,,sNur             und               betreffen kT/C-Rauschen und haben Tiefpaßcharakter!                

ist weißes Rauschen. niuu ,,s
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Spezialfall: Unabhängige Knotenladungen
Unabhängige Ladungen werden gleich Knotenladungen gewählt  ⇒ Kn = 1
Cn ist symmetrisch und invertierbar.

Auf jeden Fall erhält man:

Rauschberechnung in Schaltkreissimulator

Diese Gleichungen sind schon von der zeitdiskreten Zustandsmaschine bekannt. 
Sie können nur bei invertierbaren Cn angewendet werden!               
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nnnnn qKuGi &+=nnn uCq =
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Zeitverhalten der kT/C-Rauschvarianz

Zeitinvariantes System sei zum Zeitpunkt t = 0 ladungsfrei.

Anwendungsbeispiele

Endwert:                

( ) CquitqCGtq nnnnn =+−=+ δδ11

( ) 2
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1, 1 CssstsCGts nqqnuuniinqqnqq =+−=+ δδ
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Ladungsverstärker, Auswertung im Frequenzbereich
Instantanes Ausschalten (Wegnehmen von G) ändert nicht die 
Kondensatorspannungen. Doch ein Relaxationsprozeß nach 
dem Ausschalten kann sie ändern. Deshalb wird die Ladung 
am Eingangsknoten als gesuchte Größe gewählt.

Anwendungsbeispiele

G
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C
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Übertragungsfunktion von Strom zu Eingangsknotenladung:
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Auswertung im Frequenzbereich:
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Ladungsverstärker, Auswertung im Zeitbereich
oder

Anwendungsbeispiele
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Gesuchtes Endergebnis:
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Formal ist das identisch mit:
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Transientenanalyse der Signale

Anwendungsbeispiele

Integrationsschema: wahlweise 
1. oder 2. Ordnung 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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Transientenanalyse
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F 102 15−⋅=τG
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K300=T
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Relaxation nach Start mit                     :V
u
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(Transientenanalyse ist hier verzichtbar, 
weil das System ohnehin linear ist.)
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Transientenanalyse der Rauschvarianzen

Anwendungsbeispiele

s10 11−
t

( )2As Eingangsknotenladungsvarianz Ausgangsspannungsvarianz2V

( ) F102,11,1 13
,

−⋅== effnqq CkTs

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
x 10

-8 suu(2,2)

Ausgangsspannungsvarianz wächst langsamer als Eingangsknotenladungsvarianz.
Funktioniert auch für C = 0 ! ⇒ CCeff ′== − F10 13
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Ergebnisvergleich in Frequenz- und Zeitbereich

Anwendungsbeispiele

Die effektive Eingangskapazität ist deutlich größer als erhofft!
Frequenzbereich (―) und Zeitbereich (□, o) liefern dieselben Ergebnisse!
Rauschanalyse (Kovarianzmatrixberechnung) im Zeitbereich erlaubt die 
Rauschminimierung durch schaltungstechnische Maßnahmen!

10
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-14
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-13
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[F] effC

[F]τG

F10 14−=′C
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Zusammenfassung
Allgemeine Methode zur Kovarianzmatrixberechnung von instationärem 
Rauschen in zeitvarianten, auch nichtlinearen Mehrtoren
Rauschberechnung kann parallel zur Transientenanalyse in herkömmlichem 
Schaltkreissimulator erfolgen. Implizite Notation ist ausreichend.
Minimierung von kT/C-Rauschen durch schaltungstechnische Maßnahmen 
wird möglich.
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